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PREFACE.

Notre but, en publiant ce nouveau recueil, est le
méme que celui qui a été atteint — on nous a encou-
ragé & le croire — par les Exercices méthodiques de
calcul différentiel : étre utile aux éléves qui abordent
le calcul infinitésimal.

Pour parvenir & cette fin, la méme disposilion de
travail, les mémes moyens ont été employés dans
chacun des chapitres des deux recueils.

Dans la préparation de ce livre, nous avons ren-
contré beaucoup plus de difficulté que pour le calcul
différentiel.

C’est que les méthodes générales d'intégration sont
bien moins nombreuses que celles de différentiation.

. Pour étre méthodique, il nous a fallu rester trés élé-

mentaire.

De la, les omissions, volontaires et réfléchies pour-
tant, dont certes on nous accusera. Mais il nous a
paru devoir élaguer de cet ouvrage des théories qui,
si belles et si ingénieuses qu’elles puissent étre, ne

183604



vi PREFACE.

présentaient pas assez d’applications. Apprendre a
intégrer de sorte que les traités spéciaux soient rendus

abordables, tel a été notre principal objectif.
. Quant a la paternité des exemples et des exercices

présentés dans oet ouvrage, nous renvoyons a ce que
nous avons dit sur ce point dans la Préface du pre-
mier recueil.

Un conseil aux éléves pour terminer : s’ils veulent
réaliser des progrés rapides par 'emploi de I'un et de
autre des Exercices méthodiques, ils s’imposeront,
chaque jour, la tidche suivante : {° revoir, avec
I'ouvrage adopté dans le cours, la partie théorique
dont les résultats sont rappelés en téte d’'un chapitre
ou d’une section de chapitre; 2° lire avec attention
les exemples d’application, puis les faire et les refaire,
se les approprierg 3o effectuer ne fit-ce qu'un ou
deux des exercices qui viennent a la suite.

Nous sommes persuadé que ceux qui, quolidienne-
ment et avec tenacilé, suivront ce conseil, nous seront
reconnaissants de le leur avoir donné.
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EXERCICES METHODIQUES

DE

CALCUL INTEGRAL.

el E—

INTEGRATION DES FONCTIONS EXPLICITES
D’UNE SEULE VARIABLE.

Rappelons sommairement :

1¢ Que la différentiation et V'intégration étant des opéra-
tions inverses, on a :

d ./f(x) dx = [(x)dr,
Sdf(@) =f(z).

2° Que F(z) étant une intégrale particuliére de I'expres-
sion différentielle f(z) dz, F(z) 4+ C en est I'intégrale géné-
rale; C représentant une constante arbitraire. De sorte que

J [(x) dx = F(z) 4 C.

3 Que l'on peut faire sortir, du signe d’intégration,
toute quantité constante qui multiplie la différentielle.
Ainsi, a désignant une quantité constante,

S uf (@) dx = a f (z) dx.

4° Que lintégrale d’'une somme algébrique de différen-
tielles est égale 4 la somme des intégrales de ces différen-
tielles. Ainsi

S [f@) dx + ¢(x) dz — y(x) dx]
=/ [(z) dz + [ #(x) dx — [ 4(a) d.
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CHAPITRE 1.

INTEGRATION IMMEDIATE,

L’application des trois premiers points que nous venons
de rappeler permet d’obtenir immédiatement les intégrales
des différentielles des fonctions simples dont nous avons
dressé le tableau au chapitre 1 des Exercices méthodiques

de caleul différentiel.

.on tire :

D’olr

Ainsi, de ce que

d.x" =maz"'dx,

fd.x” -==fmx"“‘ drx,

™ = m_/a"'" dx.

J:m
f ™ Vdy = —,
m

ou, si 'on remplace m par m 1,

= G
/a x-==m+i—|— .

Facilement, on dressera donc le tableau suivant :

» ) .’E-H
(1) /a d:c==m+‘+C.

(3) /'l—x=5’§f+c.

x Log e

(4) ‘/'(-:j=logx+(l.
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(8) 7'fa‘d oa
(6) /e'd.r—e'—{-C.

(7) /cosxdx:=sinx+C.

(8) /sinzdx:—cosx-i—c.

dx l
(9 ./cos’ 7= tang x 4 C.

10 ——- = —cot, C.
(10) [ —- ——coga+

(11) /smxdx=sécx+C.

) d .
(12)'/“)?1; x=—-—cosécx+c.

sin“ x

(43) /sin x dx = sin vers x - C.

(14) /"d—ia’=arcsin:x+c.
(15) fVTix;=arccosz+C.

(16) /‘ -fx’ = arc tang x 4 C.

(17) / ==arccolg:r+C

dx
aViat—1

(18) =ar sécx 4 C.
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‘' —dx
(19) / —————— =arccosée x } C.
J Vet —

(20) == arc sin vers x 4 C.

V' ox — x*

Nota. — Quand P'expression d’une intégrale est logarith-
mique, au lieu de représenter la constante arbitraire par C,
on la représente avec avantage par Log C ou par log C, ou
par une fonction convenable de ces logarithmes de C.

Ainsi les intégrales (3) et (4) du tableau ci-dessus, s’écri-
ront :

dr Logzx Log Cx
—= Log C = ’

x Log e + Log Loge
dx

— = log x 4 log C == log Cx.
z

Les éléves ne- pourraient trop s’exercer, non seulement
3 reproduire de mémoire le tableau d’intégrales primor-
diales précédent, mais encore & le traduire en langage
ordinaire et en regardant £ comme représentant toute
fonction explicite de x. Ainsi I’égalité

/‘ dx . )
=4arcsin r
J Vi—2at

s’énoncera : lintégrale de la différentielle d’'une fonction
de z, divisée par la racine carrée de 1 moins le carré de la
fonction, est égale & I'arc dont le sinus est la fonction.

Cette recommandation est de la plus grande importance;
elle permet, par exemple, d’écrire immédiatement :

/-—M= arce ;in (ax™ - b).
V1 — (ax™ + by
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CHAPITRE II.

INTEGRATION PAR TRANSFORMATIONS ALGEBRIQUES.

Quand P'intégration immédiate n’est point possible, on
peut souvent faire subir, & la différentielle qu’il s’agit d’in-
tégrer, des transformations algébriques qui, effectuées,
permettent d’employer le tableau dressé au chapitre I ef,
méme, peuvent faire trouver de nouvelles intégrales pri-
mordiales.

Ces transformations algébriques sont de deux sortes.
Dans les unes, la variable indépendante x est conservée;
dans les autres, il y a changement de variable. De 12 deux
méthodes d’intégration, objet des sections suivantes.

Secrion 1. — Intégration par transformations algébriques,
variable indépendante conservée.

Les transformations algébriques dont il s’agit (compre-
nant les transformations trigonométriques) conduisent d’or-
dinaire, d’'une maniére trés simple, au résultat cherché.

Excmple §.

Soit & intégrer les expressions différentielles :

dx dr dx

9 -_—
2 :
Vit — at a*+a Vit — ot

Si I'on divise les deux termes de la premiére par a et
ceux des deux autres par @, on obtient :

dx

‘/__dx_.=‘/.;—/;:—(—j——nrcsinz+c.
Ve — x* | — x\*
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_d_x .
{ a 1 x
f - ————=—ar¢ tang - 4-C.
a*+ a/ z\* a a
'+(;)

dr

l 1 a , x
I/‘————'x == — ——————=arcséc — 4 C.
3___ 9 « £ x\? a
zV xt—a J _\//(_) 1
«a a
De la méme maniére, on trouve :
dr x
/————=arccos-—|—C.
Vit — x? a
c—dz ) x
———— == —ar¢ cotg — 4 C
./a‘—{—.::‘ « ga+
—dx 1 x
/———_-—-—urccoséc-—}—c
J zVat—u ¢ - a

: dr . x
/——== arc sin vers — -4 C.
V' 2zx — x* a

Nota. — Les intégrales des fonctions circulaires se pré-
sentent souvent sous ces formes; nous en avons présenté
I’ensemble, pour qu’il soit plus facile de les écrire de
mémoire.

Exemple II.
/ taxtde
a 4 bx"
Multipliant les deux termes par nb, afin que le numéra-
teur devienne la différentielle du dénominateur, on a :

/‘:t"“ dx nbx"=! ¢ 1 oz C -
J a4 bx" nb/a—{-b.L T (@ ba?).
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Exemple 11II.

/(ax’ + bx + ¢)* dx.

Le développement du carré donne :

_/ (ax® + bx - ¢)* dx
—_/[ax -+ 2abz® 4 (b* 4 2ac) x* + 2bcx - ¢*] dx
= a* [z'dx+-2ab [z’ dx+(b*-2ac) [a*dz+-2be f: a:dac-{—c *f da:

] 2 Q
a’x abx+(b +2ar)x+hcx’—|—cx+c

5 2

Nota. — On opérera de méme chaque fois que I'expres-
sion différentielle pourra se décomposer dans la somme
algébrique de plusieurs autres dont on connaisse les inté-
grales ou que I'on sache intégrer.

Exemple 1V.

\/a-{—xdx
Va—z

La niultiplication des deux termes par \'a 4 z donne :

\/a-i--a:dx= (¢:+x)dx=ly' dx
Va—x J Va—32* Ve —

v

. X -5
=a.arcsin- — Vo — z* 4 C.
a

Exemple V.

S o=

Multipliant les deux termes par z~%, il vient :

/x I—x_/\/z-‘:dx =—Vai—1

_ \/l—x_*_(‘
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dx
/ x4 '
Le dénominateur peut s’écrire 3 + (z + 4%
Donc

/‘ dx ='/‘- dx
4x41 ;—l—(x—}-%)’

1
3 2r 4

are lang ——— = — arc lang — - C.
3 V3

Exemple vi.

3
4 4

Exemple VII.
/ dx
VA4 ba—2o?
Le trin6me sub-radical peut s'écrire 5 — (z — 9)t.
Donc

/‘___(Lr__ﬂ/‘_‘_dx =arcsin1—-2+c.
Vitda—zt VB _(z—2 Vs
Exemple VIII.

/ —dx
Ve — B8z — 31

La transformation du trinéme sub-radical conduit a

— dx ___l_ — dx
V2—5a:—5x’—l/§‘/. T By
/ %*(’”““6)

6 5
=-—1—arccos x + 4 C.
V3 7
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Cet ouvrage est le frére obligé des Exercices méthodiques
de calcul différentiel. '

Tous ceux qui se sont servis du premier recueil savent avec
quelle heureuse disposition, quelle siireté de méthode, quel fini
dans la gradation, les exercices sont présentés au lecteur : en
téte de chacun des chapitres, le résumé succinct du théoréme ou
des théorémes qu'il s’agit d’appliquer; puis des exemples trés
développés et en nombre suffisant pour mettre la théorie en
pleine lumiére. Enfin, nombre de questions posées a4 la suite,
dont la difficulté de solution va croissant, mais sans jamais
décourager, car dans les exercices les plus difficiles, des indica-
tions, multipliées autant qu’il le faut, conduisent aisément au but.

Dans les Exercices méthodiques de calcul intégral, les
questions sont présentées absolument de la méme maniére. Point
de théorie qui ne soit éclaircie par un ou plusieurs exemples

. choisis et développés avec soin. L'ouvrage en contient plus de

cent.

Donnons, avec quelques observations, le tableau des matiéres
appliquées dans les exercices du livre.

Cnap. Ier. Intégration immédiate. — Vingt intégrales primordiales.



Cuar. Il. Intégration par transformations algébriqgues — Deux
sections répondant a deux sortes de transformations
algébriques employées : celles dans lesquelles la
variable est conservée et celles qui exigent un chan-
gement de variable. '

Ces deux modes de transformation ont permis a P'au-
teur de. faire connaitre, sous forme d’exemples,
trois intégrales importantes qu’il était nécessaire
d’ajouter, dés le début, aux intégrales primordiales
du chapitre Ier.

Cuar. Ill. Intégration par parties. — Section I, intégration directe;
Section II, intégration par réduction successive.

Cuar. 1V. Intégration des fractions rationnelles.

Dans ce chapitre, grande simplification de calcul pour
le lecteur; les fractions rationnelles décomposées
en fractions simples au dernier chapitre du premier
recueil ont fourni, chacune multipliée par dz, les
expressions différentielles, intégrées dans les exem-
ples et 4 intégrer dans les exercices. Donc la décom-
position préalable de la dérivée donnée par le pre-
mier recueil, et lintégration réduite a celle de
fractions simples.

Cuap. V. Rationalisation. — Développement de la seconde partie
du chapitre 1I. — Cinq régles, élucidées par des
exemples, rendent de facile accés I'intégration des
principales différentielles irrationnelles, et quelques
questions, tirées d’Euler, appellent Pattention sur
les procédés particuliers de rationalisation.

Cuar. VL. Intégrales définies.

De ces intégrales le chapitre ne rappelle et les exercices
n’exigent que les tout premiers éléments : ceux qui
sont absolument nécessaires aux applications géo-
métriques.

Cuar. VII. Quadrature des surfaces planes.
Cuap. VIIL. Rectification des courbes planes et gauches.

Cuap. IX. Cubature des corps de révolution et des corps de forme
‘ quelconque,
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Cuar. X. Quadrature des surfaces de révolution et des surfaces
quelconques.

Cuar. XL. Intégration des fonctions explicites de plusieurs variables.

Cuar. XII. Intégration des équations différentielles du premier ordre.
— Section I, équations dans lesquelles la dérivée
est du premier degré; Section I, équations dans
lesquelles la dérivée est de degré supérieur.

Trés complet ce chapitre. Ainsi, dans les excercices de
chaque section, nombre de questions géométriques
spéciales et, en leur lieu, les solutions singuliéres
des équations du premier ordre, les équations d’in-
tégration immédiate, forme Clairaut, etc. :

Cuar. XIIL. Intégration des équations linéaires d’'un ordre supérieur
au premier et a coefficients constants. — Section 1,
équations sans second membre; Section II, équa-
tions avec second membre, traitées par la méthode
de Lagrange et par celle des coefficients indéter-
minés.

Cuap. XIV. Intégration des équations linéaires d'un ordre supérieur
au premier et & coefficients variables.

Cuar. XV. Intégration des équations non linéaires et d’'un ordre
supérieur au premier. — Sept formes d’équations
présentées — les plus en usage — avec indications
sommaires de leur mode d’intégration, avec les
exemples nécessités.

Cuap. XVL. Intégration des équations linéaires simultanées, a coeffi-
cienls constants.

Cuar. XVIL. Intégration des équations aux dérivées partielles. —
Section I, équations linéaires du premier ordre;
Section II, équations qui renferment les dérivées
partielles en puissances et en produits; Section III,
équations linéaires d’'un ordresupérieur au premier.

Ce chapitre, difficile & présenter aussi élémentairement,
est le plus important du recueil ; et, par son déve-
loppement, prépare le lecteur & bien de questions
ardues de physique mathématique.
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Cuap. XVIIL. Intégration par séries. — Section 1, des différen-
tielles de la forme f(x)dx ; Section II, des équations
différentielles.

Quant & esprit dans lequel a été con¢u 'ouvrage, le choix des
matiéres qui y ont été employées, laissons parler 'auteur lui-
méme.

"« Dans la préparation de ce livre, nous avons rencontré beau-
» coup plus de difficulté que pour le calcul différentiel. C’est que
» les méthodes générales d’intégration sont bien moins nom-
» breuses que celles de différentiation. Pour étre méthodique, il
» nous a fallu rester trés élémentaire. De 13, les omissions,
» volontaires et réfléchies pourtant, dont certes on nous accusera.
» Mais il nous a paru devoir élaguer de cet ouvrage des théories. .
» qui, si belles et si ingénieuses qu’elles puissent étre, ne présen- -

» taient pas assez d’applications. Apprendre 2 intégrer de sorte -

» que les traités spéciaux' soient rendus abordables, tel a été
» notre principal objectif. » (Extrait de la préface du recueil.)

Donc, I'auteur a voulu faire un ouvrage élémentaire, classique,
indispensable aux éléves qui abordent le calcul intégral.

Mais le but poursuivi a-t-il été atteint ?

Pour apaiser ses appréhensions i ce sujet, I'auteur est allé
résolument soumettre son manuscrit & appréciation d’un grand
savant, savant doublé, beaucoup le savent, du critique le plus
rigoureux, Eugéne Catalan, dont la science déplore la mort
récente. Cet illustre mathématicien qui, vu le nombre d’ouvrages
classiques qu’il a publiés, pouvait le mieux juger du recueil, en
a donné, aprés examen, et dans une lettre adressée & I'auteur,
une appréciation bien favorable. Extrayons de la lettre deux
passages :

« J’ai parcouru votre manuscrit (sans refaire vos calculs, bien
» entendu) et j’en suis fort satisfait. Les nouveaux exercices de
» calcul intégral me semblent Pemporter de beaucoup sur leurs
» ainés. »

Et, aprés des observations accueillies avec reconnaissance par
Pauteur :

« En résumé, voici ce que je pense du livre : il est fort bien
» fait et pourra rendre de grands services. »
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Exemple IX.
/' dx
xV4a® — 4x —1

La multiplication des deux termes par z~* donne :

/‘ dx ~tdx
V4x? — bhx —1 Vi — o' —?
/ —1(—ady) = arc cos s +_2

V8 — (@' +2° 212

2 -1
2V2.x

== arc cos

Exemple X.

/‘ 2r —3 d
————————— O
x* 4 2ax 4 3¢

Par addition et soustraction de 2z au numérateur, on
obtient :

2z — 3 d / 2z 4 2a de
/z’+2aa'+5a’ = x* 4 2ax - 3a’

d 2 2
‘ ——(2a+5)fm=logC(x + 2az 4 3a")
2% +3 zta

arc tang —
aV'2 a2

Exemple XI.

dx
fz’ —at
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La décomposition, par I'algébre, de la fraction ration-

1
nelle ——; donne
It —a

1 1( 1 1 )
®*—a 2a\t—a 2x+fal’

et, par suite,

/‘;’_d-_—-{?='2l_a[/x——a_ .r+a]

+c

intégrale primordiale que les éléves devront ajouter a celles
du tableau, chapitre I.
Nous disons :

a1 *drx _I C.
(@) Ll

Nota. — De cette intégrale on tire aisément :

' dx r4a
,/a’—x"="..74; +C'

Exemple XII.

Dans I'intégration des différentielles trigonométriques de
Ja forme sin™ x cos" x dz, m et n étant des exposants entiers,
positifs ou négatifs, on est amené a chercher les intégrales
des différentielles :

dx, sin z dzx, cos r dx,
tangxdx,  cotgx dx,
dx

sin x cos x dx, —_—
sin x cos

sée x dx, coséc x dx

tang" xdx,  cotg” x dx.
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Les intégrales de dx, sin x dz, cos &£ dz sont connues;
celles de tang™ x dz, cotg™ x dr seront données au cha-

pitre III, section II; chercher (question de grande utilité)
les intégrales des autres.

Solutions.
cos x dx .
/colg:zdx= - == log sinx 4 C. -
sin x
ta d sin & dz log co C
./ M=z '8 sz +C.

o1 1
/sina:cosxdx=§/sin2xdx=Zfsin2x.2dx

1
==——Zc052x+C.

dx dx
dx cos®*x cos’x )
—_— - = =logtangx -1-C.
sin x cos x sinxcosz tang x
cos® x

x

d d. 5

X 2
/cosécxda:==f - =f——-————
sinx . x x
t sin — cos —
2 2

. .
= log tang 3 +C.

fsécxdx=/ da —./"—i—E—i)-
. cos e sin(;-—{—x)

= log tang (; + E) +C

9
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Exemple XIII.
* | —xsina
dx.
/ | —2xsina 4 x*
Que l'on remplace, au numérateur, 1 par sin* « 4 cos* a,
et 'on obtient :

{ —zxsina
1 —2xsina 4 a*

*cos® a — sin a(x — sin a)
= ) — dx
1 —2xsina+x

X

. dx . * x—sina
=cs'a f ——————— —sina [ —————
1 —2zsinz+2* 1 —2xsina+-x
. dx 1. 2z —2sina
= cos*a —— — —ging f ——————dx
cos’a - (x—sina)t 2 1 —2zsine+-a*
T —Ssina

== cosa.arclang — sinelogV’1—2xsinz 4a* C.

Secrion II. — Intégration par substitution.

Quand l'intégrale de f(z) dz ne peut étre obtenue immé-
diatement, on peut encore établir une égalité entre deux
expressions de z et d’une nouvelle variable indépendante z,
expressions choisies de maniére que la différentielle fiz) dx
se transforme, par le calcul, dans la différentielle inté-
grable ¢(z) dz.

Le résultat de l'intégration de fiz)dz n’est autre que
celui de I'intégration de ¢(z) dz aprés que, dans ce dernier,
on a remplacé z par sa valeur en z, tirée de ’égalité posée.

Excmple §.

Soit I’expression différentielle f(x). f'(x) dx, ¢’est-2-dire le
produit d’une fonction f(z) et de sa différentielle f*(x) dz.
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Si 'on pose f(@)=z,
d’ott f'(x)dx =dz,
on obtient :

//(1) f'(=) dx=/zdz=—=_[f(x] +cC.

Donc I'intégrale du produit d’une fonction et de sa diffé-
rentielle est égale 4 la moitié du carré de la fonction.
De sorte que 'on peut écrire immédiatement :

/sinxcosxdx=%sin’:r—{—C.
g dr 1
/Iogz.;=§(log z)'+C.
/ar tan i ! (arct - C
T == .
c’tang Tre 2 arc tang x)* |-
On trouverait de la méme maniére :
1
Y L. 4 d J— -4
J @ @i — —{re@r +c,

expression que nous laissons aux éléves de traduire en lan-
gage ordinaire et qui permet d’écrire, par exemple,

/ .(a + bz™)" x™ dx = ;:—— f (a + bz™)" . mbx™* dx

mb(n b 1) oyt

Posant £ — a =3, d’'ou dx = dz, on obtient :

/(:c-—a —/ ._.dz———r_e-.-:l (n-—’”z-—«

+C.

(n—t)( —a
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d
Que I'on pose 2* 4 a* = 3, d'od zdz = —25 et 'on trouve :

- Exemple B8R

x dx __l -y |
(w*+a"-"§/z T =@ oy

Exemple IV.

dx
(Voir exemple IX, section I.)
-/Iz\/u"—h:—l P
1
En posant £ = — d’ott dx=—d—f,on a:
2 F3
—dz
dx z*
zV4a* — 4x —1 l\/4 &
- S—=-—1
. : z z z
—d —d 2
==f i = z -=arccosz+_
Vi—bz—2 V8 —(z498 2Ve
==arccos2£_l:1—|—c.
2V 2x
Exemple V.

dr
S (1 —ayt
La multiplication des deux termes, par £~%, donne :
* dr » xtdx __/ x3dx:
/(1 — x’)%n‘/ [t —ai) (-t — 1)}
1

— Qx"dx.

@ =i’

2
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et, si I'on pose, 2=* —1 =3, dot — 22-* dz = dz,

/(1 _(ixx')5=-%./.z-§dz=—

i x

=V1"’—l =V1 —a:’+

Exemple VI,

/_Vx_—*_ /x'—*

Vz41) 6(z* + 1)
Posons £ = 3°, 'exposant de z étant le moindre mul-

tiple des dénominateurs des exposants fractionnaires % et 4
Nous obtiendrons :

et = B et
_—_.'/l(z‘—a —2 42z —14 ,+1)
-=fz‘dz—_/z‘dz——fz’dz+fz’dz —l—fz'dz——f dz

+f s F
7 & 3

= e e o e

=% + +——z+arctungz—lo«vl/z'+|

. 1
et, en remplacant z par z¢,

ox

Vz—1 :rcl x ;
Y TR R

5
-+ are tangx':-—logl/;r%—l- t4C.
Nota. — On opérera de la méme maniére chaque fois

que la différentielle & intégrer ne contiendra, en fait de
radicaux, que des mondmes irrationnels de z.

15
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Excmple VIL.

Va1
Posant V'2* 1 =z — z, afin qu'en élevant les deux

membres au carré, I'égalité résultante soit du premier degré
en z, on trouve :

et, par suite,

Par substitution, on a donc

_ z+1 2z 'dz__
/Vx—l—l f —_z’+1% —z—_logz

-=-|og(x—f—Vx -{-l)-{-C.

De méme, on obtiendrait :

/—V:i—x'-=log(x+l/w'—l)+C.

X" —

De sorte que 'on peut écrire :

dx -
'/‘-V—z.—:;=log(z—|—l/x :|:1)+C.

Si 'on demandait le résultat de I'intégration de

2t £ a¥’
en divisant les deux termes par a, on trouverait :

dx x4+ ViriEa
(22) /Vx' T =log - 4 C.

Intégrale primordiale ; I'ajouter 4 celles du tableau, cha-
pitre I.
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Exemple VIII.

/ dx
V1 —2a*

Que Pon pose V1T —z* = £z — 1, et, en élevant les deux
membres au carré, I'égalité résultante sera du premier degré

en z, et donnera :
2z

d’ot
2t —1

22—

e R T

et, par substitution,
241 41

‘/.a:\/—ac’ / (+1)' "X T X F
x

De méme, on trouverait :

/ dr = log z +C
V1 2t 1 +V1 4ot

"Done, en une seule formule :

dx x
/—————-—=log———-———+C
TVt 14+Vi£2at

, la division

Si la différentielle & intégrer était ————
a2Va £ a2?
des deux termes, par a*, fournirait :
* dx 1 oz
(23) / —_=-log————+4C
sVatar ¢ o Vet

Encore une intégrale primordiale que les éléves devront
ajouter 2 celles du tableau, chapitre I.
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Nous ne présentons que ce peu d’exemples de I'intégra-
tion par substitution, notre but n’étant ici que d’initier aux
ressources de cette méthode dont les chapitres IV et V ne
sont que le développement.

Voici une série de questions 4 résoudre, en faisant usage
de l'intégration immédiate et de I'intégration par transfor-
mations algébriques.

Pour abréger, nous désignerons souvent, dans tout ce
qui suit, le résultat de l'intégration par S.

Exercices.

1. Pourquoi peut-on écrire, immédiatement :

/[5(’” —ar—2b]ds_ log[ (¢ — a) — 2ba] 4-C?

(¥ — a)® — 26z

Reponse. — Parce que le numérateur de la quantité
sous le signe f est la différentielle du dénominateur.
Formule (4).

2. Pourquoi peut-on écrire, immédiatement :

—('Qf—_l——b)iix——=2\/a;’—|—bx+c+C?
Vax*+4bx + ¢
ReponsE. — Parce que le numérateur de la quantité
sous le signe / est la différentielle de la quantité sub~
radicale. Formule (2).
3. Ecrire, immédiatement, le résultat de V'intégration de

adx
@t — b
l
2b g ax + b
4. Ecrire, immédiatement, le résultat de l'intégration de

S = + C. Formule (21).

ma™ x™~! dx
V (ax)™ = b*

(ax)™ 4V (ax)™ - b™

S =log 0

-+ C. Formule (22).
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1 i 1
L — d
/(5\/“‘ =T ‘5\‘/?) i

L’expression peut s’écrire :

/(‘ —;—{— x%—-%x—%)d:c

et donne, formule (1) :

§=Vz4Vz—Vzitc.

dx
e.f T
=*Vx

(V1)
1. -~ 7d
'/ 2V

Soit qu'on opére directement, soit qu’on pose d’abord
& = 3% on trouve :

s="—1 1 ogce.

X

8. / .(ax" + b) (a’z" 4 ') dx.

, amr , a™ , ,
S=(aa e + ab’ - + ba +bb)z+C.

m—41 n-41
xdx
9. f e

Ona:

f xdx 2xdx 1 tan a:‘+a

&b 2 2/ @) 2 Bab
xdx

10. / o

x 1 2xdx 1 x* 4 ab
/a’b’—-a =§/‘a’b’—(x’)’=mlogc ©—ab’
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1. / x'dx
V' — 1
3xd { =
/ \/a‘b‘—‘— ~ 3 / Vo 3)2 = 3 are sin — e + C.

19, / ~dx
V(aby™ + 1™
x*'dr 1 nx"'dx
Vieb™ 3% nJ Viabp @)
x" - ‘/(ab;h + %"
Lo 0g
(ab)™

+C.

8. fVELT,,
xX

La multiplication des deux termes par V" x* 4 1 conduit a
Cx

S=Va 414 log———.
+ +ogH_ i

Vel
14, / L

Ve — |
Si l’on multiplie les deux termes par 'z - 1, on trouve :

S =log (z +V 2* —1) + arc sée x4 C.

. ? dx
15. . —
(a -+ bs) *

En multipliant les deux termes par z~*-', on obtient
d’abord :

dx . /' x " 'dr ___l_ — nax~"'dx
f N e A
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puis, posant ax~" + b = z,

l x

Semce—
(a +bz“)n

Vaz . .
16. f —dr. (Voir 'exemple VI, section II.)
14V -

1o— - o
=4(-5-l/x"'—‘f.’x + nrctangv/:r) + C.

Vx——V:r-I—i
117.
/ \/a:—i

S—6[3 it gt Jal o 4 ot o e ‘—n]+e

dx
18./x——,+x_l-

19. Pourquoi le résultat de I'exercice qui précéde
/' : dx JLI 2r +1 — + (‘
Ttr—1 3 “or 14V

est-il si différent de celui que 'on a trouvé, exemple VI,
section I,

dx 2 2x 41
————— = ——arc lang — Co..
/m’ +r+H v3 V3 +

Reponse. — La forme générale des deux intégrales est

et, par décomposition du trindme,

dx _ dx .
/.’”J”””L" ,/‘(x+§)’+(q—£’)
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2
Silonag> Pz’ on intégre par la formule (16); mais si

onag < g, on intégre par la formule (21).

d dx
20. ./ 30 F 2x +1° |

3z 41
=+ c
3

1
S = ——arclang
Ve

21. /Vﬁ

s=loga:+2+\/‘;_+lm+x’
5

22. Pourquoi le résultat de I’exercice 21

/' dx 424+ V1 FdzsF o

+c |

i+4x+x’+log V3

est-il si différent de celui qui a été obtenu section I,
exemple VII,

+C, |

/_i—=arcsin1—2+C?...
V14 b — 2ot V3

RepoNse. — Les deux intégrales sont contenues dans-
'expression

dx
S e

qui, par décomposition du trindme, devient :

SV S Vi

et, par‘ conséquent, s'intégre par la formule (22) ou par la
formule (14), selon que I'exposant de z* est -+ 1 ou — 1.




DE CALCUL INTEGRAL. 23

dx
23. .
-/14+&m+mx—m+mu'

arc sin M;! +C.

a-b V'3

%/ﬂ _
V't + 2ax — a’

Multipliant les deux termes par z£=*, puis posant £~ = z,
on obtient :

S A L T—a C
= —are sin - + C.
a zV'9

dx
25./ .
zV'a® + 2ax — 2?

En opérant comme dans l'exercice qui précéde, on
trouve :

1 V2
S=-log
¢ “gfx4Vda+ 2ax —a?

dx
md/L___ﬁ-
(=*+ pz + q)

La décomposition du trindme, puis la substitution de z

+C.

Az +% , permettent d’employer le résultat de ’exercice 18

et donnent :
S — 2 2x 4 p
4—r Vot pz+q

me_;ﬂ;_.
(a* + px + )

+C
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Ona:

/ xdx 1./'(‘2x+p—M

@tprtgf 2 @ tprtgr
1 + (2x 4 p)dx _Bf dx )
2J(W+W+W *J @ tps+op

Des deux intégrales dans lesquelles se décomposé ainsi
lintégrale proposée, la premiére se trouve facilement en
posant 2* 4 px - ¢ = z; et la seconde est, 4 une constante
prés, celle de I’exercice précédent.

2 . rx -+ 2¢q +c
W—r Vatprtg

dx
B [
J sin*zcos’x
dx /'(sin’:r —+ cos®x) dx
_ = .
sin® x cos® x sin® x cos® x

S = tang * — cotg x = — 2 cotg 2x 4 C.

L |
29_/__1_..
1 —cosx

|
i——cosx=25m’;x;

Se=—

.substituant, on obtient :
1
S= —cotg§x+C.

cos x dx
30. /a +b’smx
S=£;Iog(a’+b’sin x) 4+ C.

31. [ (tang* x — cotg’ x) da.

De ce que tang® x = séc* x — 1 et cotg® x = coséc* v — 1,

+c.

2
S=tangx Jcolg x =
ng & +-colg z sin 2x
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dx
32. —
14 cos*x

Divisant les deux termes par cos® z, il vient :

25

1 1
S =——arctang|{ —tangx | - C.
33. f sin mx cos nx dx.

‘La transformation du produit sin mz cos nz dans la
somme de deux sinus par la formule connue, conduit &

S=_1[cos(m—|—n)x cos(m—n)x]_*_c.

2 m-+4n m—n

34. Vérifier, en intégrant leurs premiers membres, les

égalités : .
/sin mx sin nx dx = ! [sin (m+ma_sin(m— n)x] +G,.

2 m-4n m—n

fcos mx cos nx dx = 1[sm in + n) + sin (m —n) x] -+ C.

2 m--n m—n

s, [ 9= .
54 4cosx

Le dénominateur peut s’écrire
5 (sin’ ! x4 cos'1 x) “+ 4% (cos’1 x — sin % x)
— — — — )" - .
-2 2 2 2
Par suite
dx dx
/ 54 4cosx / 1

1
9cos’~x 4 sin’—x
=Ty

1

/ d.§x
- 1 1
e

( t el P02
9 cos 2a:—{-sm 21
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et, en divisant les deux termes de la derniére expression

1
par cos® 3%
2 1 1
S = 3 are tang (g tang 3 x) +C.

. dx
36'._/4_-{—5c0sx.

Méme procédé de calcul que dans Pexercice précédent.

1
tnng§x+3
S=_log ——FM — .
308 +¢
tangga:—5

317. Pourquoi les intégrales des exercices 35 et 36 donnent-
elles des résultats si différents?

RipoNse. — La forme générale des intégrales est

/ dx
a4 bcos x
Pour a > b,

/ i —'/ t
a-bcosx (a_l_b)cosz%x_l_(a_b)sin!_;_x
- %—b’ arc tang (\/i:——{% tang %‘T\ +C.

Mais pour ¢ < b,

2 dx _ dx
—_— = 1
‘/a+bcosx '/(b+a)cos’%x—(b—-a)“i"’g‘”

\/b-—atnng%z—l—\/b—{—a
log 1 + C.
Vb—u (unggx—Vb-{-a

1

h Vbt —at
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38,/'_”1_’”._.
13 +12sinx

/’ dr
13 4-12sin x

1
? d.-x
m/ﬂ’)(sin"x—{-ws"x)—l-l? 2si ! 1,
= 205%— .2sin = -
3 3 gy eos s

. 1 .
Divisant les deux termes par cos* g T+ puis posant

1 .
tang 3 & =%, on trouve, aprés avoir intégré et rem-

1
placé z par tang 3 %

1
15(ang§m+ 12
— |4 C

S= 5 arc tang 5

dx
39',/12+15 sinx

Si Pon opére comme dans l'exercice précédent, on
obtient :

1
' N Jtang-x +4 2
Se=-log= | ————| +C.
5 °3
2tnng§x+5

40. Pourquoi les intégrales des exercices 38 et 39
donnent-elles des résultats si différents ?

Reponse. — La forme générale des intégrales est

/‘ dx
a-tbsinx
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Pour a > b,

'/' dx =g'/' dz
a+tbsinx a a— b\*
a’ +(2+;)

1
alang;x-l—b

2
=-—— _arctang | ——— C.
Via— b g( Vi —* )+

Mais pour a < b,

/‘ dr =2/’ dz
a--bsinx a ( b)' V—a
[} :+— —_ <
a

K
alang§1 +b—-Vit—at

= log . +C.
b —a alang;x-{—b-{-\/lf—a’

dr
. atbtangx

1 cos T u a

a+bmng.r=acos:t+bsin.r_a‘+b‘+a’+l;'.

Donc

/’ dx =/( cos x _ 1!a ’)d;r—l— ’a ,‘/;’:
a--btlangzx acosx+bsinx a*-40b a*40

1
a4

» dx
42, - = .
/asinx—l—bcosx

Si I'on pose

[b10g (a cos x 4 b sin x) + ax] 4 C.

a=kcosa, b=Fksina,
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on oblient

dx 1 ' dx
/usinx+bcosx=[/(‘T+—§/sill(x+a)

1 rta
=————log tang +C.
Vat ~+ b 2
43. / " dx .
asinx+beosx ¢
Posant
a=ksina, b=~Kkcosa, c=hk,
on trouve :

/‘ dx 1 / : dx
asillx—{—bcosx—{—c_\/al—_f_b? /;—f—cos(x—a)’
Pintégrale finale se traitant comme dans I’exercice 37.

CHAPITRE 111

INTEGRATION PAR PARTIES.

Section I. — Intégration directe.

u et v représentant des fonctions de x, on sait que
d.uv = udv + vdu.

D’ou, par intégration et transposition,

fudv=uv—fvdu e )

Cela rappelé, si, par les méthodes, objet des deux pre-
miers chapitres, on ne peut intégrer I'expression f(z)dz,
on posera

u=[f(x), dv=dr;
d’ou
de = [(x)dxr, v=2zx;
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et 'on trouvera par substitution dans la relation (1) :

S @) dz=zxf(@)— fzf'(@)dz . . . (2

Donc, si par les procédés déja vus, lintégration de
zf'(x) dr peut s’effectuer, celle de f(z) dz sera donnée par
Iégalité (2). ,

Beaucoup plus souvent, on peut décomposer la fonc-
tion f(x) en deux facteurs, ¢(z) et (x), et, 'expression a
intégrer étant alors ¢(x) {(z) dx, on pose :

u == ¢(x), dv = y(x) dx;
d’ou
du =¢'(x)dx, v="F(x).

Par substitution dans la relation fondamentale (1), on
obtient :

J[(@) ds =¢(x) F @) — [ ¢'(x) F (&) dz; . . (3)
et, si I'intégrale finale, f<p'(x).F(x) dz, peut se trouver par
l'une des méthodes connues, la question est résolue. Le
succés de cette intégration dépend, évidemment, du choix
des facteurs dans lesquels on décompose la fonction f(x).

Nota. — Dans les applications, nous ne désignerons
souvent, pour abréger, que I'un des facteurs.

Exemple 1.

/ log x.dx.
Posons
u=logx, dv=dx;
d’otr p
du = —I, v=ro.
x

La substitution, dans la relation (1), conduit 3
S logz.dx =xlogx — [dz,

fl‘ogx.dx=x(loga:— 1)4C.

ou
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Exemple II.

*x arc sin x
— X,
Vi—at
‘Posant
. rdx
u=arcsinx, dr=-— H
V1—a?
ona:
dx
du = — y v=—V1—2zt.
Vi—gat

Substituant dans la relation (1), il vient :

/wdz=——\/1—x’.arcsinx+/\/1-—-::;’-—£-—
Vi—a

| —a®
=z — V1 —atarcsinz }C.

Exemple 1I.

f x® dx.

Faisons
2

u=a? dv=¢"dx;
d’ou
du = 2%dx, v=¢"
La substitution dans la relation (1) donne d’abord
f 2erdr = x%e* — 2 / xetdz.
En intégrant de méme, par parties, I'intégrale finale
_/ ze*dzx, c'est-a-dire posant
. u=2x, dv=c¢"dzx;
d’olx
duy =dz, v=—¢%
la relation fondamentale fournit :

f xe*dx = xe* — ¢,
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et, par substitution de cette expression de f ze'dr dans
celle de [ a**dz, ona:

J Tedr = o — 2xe* - 2¢* = ¢* (¢ — 2z + 2) 4 C.

Nota. — Une double décomposition par parties, comme
celle que I'on vient de faire, donne parfois des résultats
dignes de remarque; ’exemple suivant le montrera.

Exemple 1V,

fe’ cos x dzx.
Posant
U= coszx, dv == ¢*dx;
d’olr
du = —sinxdz, v=¢;

on trouve d’abord :
Secoszdr=ecosz+ [esinade. . . (2
L’intégration de I'intégrale finale, f e*sin x dx, en posant :
u =sinx, dv = e*dx;
d’olt
du=cosxdr, v=e¢,

donne :
Jesinzde =¢sinz — fecoszdr . . (B)

Des deux égalités (a) et (3), on tire facilement :

1
/e‘cosa:dx=§e‘(sina:+cosx)+C,
et o

L L
/e smxdx=§e (sin £ — cos x) 4 C;

cest-a-dire le résultat de l'intégration de la différentielle
donnée ¢*cos z dx et celui de la différentielle similaire
é*sin zr dz. :

Exercices.
1. Montrer, en intégrant, que :
/cos x log sin x .dx = sin x (log sin £ — 1) 4- C.

fsin x log cos x.dx = cos x (1 — log cosx) + C.
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2. Effectuer les intégrations qui conduisent aux égalités :
Sarcsinz.dz = x.aresinx V71— +cC
Jarecosx.dr = zx.are cos x — VT:?-}- C.
farcangx.dx = z.are tang x —log \/m +C.
Jarccolgz.de = x.are cotg x + log V1iFai4c
JSareséex.dr = x.arc sée x — log (= +VF:_I) +C.
Jare cosée x.dx = x.are cosée x + log (Vi1 +c.

8. farcsin vers r.dx.

On trouve d'abord :

D’autre part,

/ il ‘/‘“—xq‘)dx=\/2.r—x‘—nrcsin vers x.
V"J.—-.L - Vg

Donc,

= (x — {)arcsin vers x4 V' 2r — ¥ 4-C.
4. f xa*dx,

Deux intégrations successives donnent ;

T a 2% 2
S=ai[———,-+——,]+c

log u (loga® ° (log a)
a* 1\ 1\
= log « [(x —_log a) + (IO"' a) ] +C
arceinr ]
5. /‘:ro ( .t
) Vi=at ‘
Si I'on pose u = ¢*™***, on trouve :

ot SV = RO /c-n-w

3

xe are sin '(’I

Vi—at
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Mais si I'on pose u = z, on obtient :
e.nlh‘lltaxemn.‘_./‘ m‘-'dx
Vi—32

Additionnant et soustrayant les deux dgalités précédentes,
membre & membre, on a :

w=1¢-u--(z—‘/i—f)+c-

V1—2at 2
/c-ndn:dx=:}¢"‘“"(z+‘/‘l_-—_:l;’)+c-

6 / «—2 are sin \/ a—xd.r
o —_— I .
Vur —a* etz
Posant u = arc sin \/ a—.'x:' on obtient :
atz
S =2V ux — z* arc sin \/ ‘%_E+a|/§log(a+z)+c.
a
1. /——x—nrcséc\/ lii‘:—dx.
Vi—a -z
Faire u = arcséc \/ :—_’-—;conduit a:

1L 2
S—=—V1 —-x‘arcséc\/: +:‘+l/?nrc(nng.t+0.

8. fx (3 —«%)arctang x dz.

i—:x:)'

et

z24+1—2Y

Si on pose u =arc tang £, dv = ———dzx ;
(A —a%
on trouve :
s— 1+

1 —2x

arc tang x — arc sin x 4 C.
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are teng =
9. / e— dx.
14 z'
Pay denx intégrations successives, dans chacune des-
quelles on pasaw=¢*~"**, on obtient :

f eanun]l dI - wng /a‘e"‘ uu:
A a8 ‘/‘ = (4 + o

et
redctngs etretange
_____;d cml-ng:_’_
-[(l + 2 V‘ f(ﬂ +x’)
D’otr,
eiretangx x +
d - are tong &
!/1(|+x,):_ x ; ‘+x'e +C,
et :

xe.nuusldx_ z—1 et uns L C
./ a4zp  VIES |

Secrion 1I. — Iniégration par réduction successive.

Quand I'expression différenticlle 3 intégrer est de la
forme [flx)]" dz, ou, plus généralement, de la forme
[¢(@)]" [¥(x)]™ dz, I'intégration par parlies fournit souvent
des formules de réduction qui raménent A intégrer des
expressions différenticlles semblables, mais dans lesquelles
I’exposant n dans les expressions de la premiére forme, et,
I'un ou luutre ou tous deux des exposants n et m dans les
expressions de la seconde forme, sont diminués d’une ou
de plusicurs unités.

En appliquant ces formules de réduction une ou plu-
sicurs fois de suite, on parvient 3 intégrer certaines expres-
sions différenticlles — formes dont il s'agit — dans les-
quelles n et m sont des nombres particuliers.
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Excmplo §.
f (log z)* dxx.
En posant u == (log 2)" ¢t dv == dz, on trouve, immédia-
tement, la formule de réduction : .

J(log 2)* dx = x(log .r)" — nf(lo" z)* dx.
Pourn =1, on en tire
Jflog z.dx ==z (log z— 1) +C.
Pourn =2,
/ (logz)'dz =z [(log z)*—2logz 4 2]+ C..
Pour n =3,
/ (log 2)} dz == [(log ) — 5(log 2)* +- G log = — 6] +cC.
etc. :

Et, en général,
S (log z)* dx
=z [(log x)*— n(log x)** 4 n (n —1) (log x)** — ctc.]-+ C.

Excmplo I
f x*edx.
Si I'on fait u = z" ¢t dv = e** dx, on obtient la formule
de réduction :

"8 x'c" n [}
xrevdr = —_— a"tevdx.
a a

Sia=1 et n=1,2,3,etc., il vient généralcment :
f aterdx = ¢ [z —na*" {-n(n—1 )z*-*— ete.]4-C.

/‘Vaud—x z*
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: xdz .
Posant u = a*~' et dv = ————, on obuent :

V at — 22

x"dx . 5 e
fa_l==—x Vu-—-.L—{—(n——l)/ \/ .rd:l:

=2 (q* — x%) dx
=— g\ -—1’—[—(12—4)‘/—-—')
a —.’L‘
“/T—g—f—( l) » " *dx
= — "~ u?—a n—1)a* —_—
) Va — a?
o (Ix
—(n— 1)
) Var—at
D'oll, en trancposant le dernier terme, réduisant et divi-
sam par n, ,
x"dx 2t VZ*TE_*_ n—1 a"~*dx
N E—— - « — .
Ve — ot v n n Ve —z

Telle est la formule de réduction.
Si n est pair, I'intégrale hnale se réduit &

' Cdx . x
N i —————==Aarcsin —;
Vi — a? e

si  est impair, elle se réduit a

" xdx _—_—
/-——::—-‘/\ai—xi.
Vu‘—x’

Pour n=2,la formule donne

/ 1
 / Lc__—_-——(x\/u’—x’—a’nrcsinf)+C.
Ve —4a* 2 a

“Pour n — 3,

\ .
xilx Vat — x?

u 2 2
Va'—x"nf. 3, ":(x.+2a)+c.
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f(a =

Ona:

dx (a*4 x* — %) dx
f(av +I’)' / (a +x!)n *
d'od
1 dx 1 ' x%dx
Setmi) wram—) e

xdx .
Or, en posant u =z et dv=————, on oblient :

(@*+ 2%
xllx x 1 dx
ﬁa’ + %" T T (2n— 2) (¢* 4 2*! + 2 — 2./;«:" + a:’)“‘;

donc, par substitution et réduction :

1 T M—3 1 dx
(a* + z’)" W—2 a'd -+ a¥)~! +‘2u—2 .;‘i,/;a‘ + =t )

dz 1 x
L’intégral 1 édui _- == -.
intégrale finale se réduit a/a'—{-a:’ aarctanga

Quand a == 1, la formule devient :
1 x n—3 dx
L] +x’)"=:m—2 1+ =)y +°u— (1)

et I'intégrale finale se réduit & / ﬁ’?;;= arc tang x.

Sous cette forme ou sous la précédente, cette formule
de réduction est excessivement importante, car clle doit
toujours éire employée, nous le verrons au chapitre sui-
vant, dans le cas le plus difficile de Vintégration des frac-
tions rationnelles.

Nous engageons donc les éléves & la retenir de mémoire,
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et faisons chose utile en présentant cc qu'elle donne pour
n=2 n=3, n=4.

1 z 11 x
(a‘+.r')‘—;.u'(a'+:r')+§.a_’nmmng;+c'
x
/(u +z")‘ 4 u(a‘+x)’+4 2 a*(a* 4 x7)
5 1
+-G-;'nrcmn|.;;+c.
' x
f(a o A =6 a‘(a+ “+b4u\a * 4 2%
5.3 x 5.3 1
toasowT Toaaaene, a+e
Qual;da==1
ds =‘ arctnnga:-[-c

(T-—J-—x;; 9 l+ |+

! 5
/(l-{—.z) 4 (I+x”+4 21_*_1 -i-4 znrclung:r-{-c.

z 8.5 =z
/(l-{-a.) (l+x’)’+6 4(l+a;")+ 6.4.2142*

+ b" :,2 arc tang x 4- C.
Exemplo V.
. ™ dx
S
. -t zdx ..
Faisant u =2 et dv = (—a,—_m , on obtient immé-

diatement

x™dx 1 x m —1 /‘ adx
(a* + ::","‘ Tm—2 @Fa )"' n — (u* 4 )~
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Pourm=92ct n=3,

atdx 1 x4 dx
S 4r+—,+f<—‘

et, cn substituant ce qu'on a trouvé pour f( + dans
I’exemple précédent,

xldr 1 x x
/(u e z")‘ —3 (u* =y + 4.2 a4 0%

+

x
—— —arctlang - 4- C,
4.2 °a+

Excmplo Vi.

_/ sin™x cos” £ dx. (m ct n dtant des nombres entiers,
positifs ou ndgatifs.)

Posant # =cos"~' x ¢t dv =sin™ £ cos z dz, on trouve :

.
ﬁin’" x cos* x de

sin"Hyxcos" 'z n—1 . .
— T + +l‘/sm"‘""x cos"xdx . . (1)
m m

sin"Hxcos*'x n—1

= P + el /sin"‘x(l -—‘co.s’.r) cos"*x dx

sin"t'x cos"'x  n—1 .
= + sin"x cos™*x dr

m- | m-1,
n——l/’, “rd
_—— sin" x cos*xrdx.

m--1

Transposant lc dernicr terme, réduisant et divisant par
le cocflicient de f sin” z eos" x dz, il vient :

. sin"+'reos* '
sin*rcos"cdr = ——
m - n

Bl FRI .
+m+n in"x cos**xdr. . . (2)
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Si I'on elt posé u=sin"~'z et dv =cos" .tsm z dz,
on aurait trouvé d’abord .

sin®~'x cos"*' x
/sin"'x cos"rdr—=— ———
. n-41

/sin"’xcos"’"’zdx <. :(5)

m—1
n-41

et, en remplacant cos"**z par cos”z (1 — sin’z),

sin®™ 'z cos"*'x
sin™x cos™ xdx=————. iy
m-n :

m—1 o
in=-* "xdr. . . (&
+m+n/sm x cos"xdx (4)
Des formules (2) et (4), on tire aisément :
inm-1 < _' >
/sin"xdx-=-sm xcosa:_l_m /sin"’xd:r. (t)]
n n -
inxcos-! —1
/.ccs"zdx=smrm x+n /cos""a:d:c._ . (6)
n n
> dx cos T m—2 dx -
si= — et [ e @
sin" x (m—1)sin“'x ° m—1 sin®*z
* dx sinx n—2 dzx
— ' .. . (8
./cos"a: (n— I)co:"".r-{:n— 1/005"’:: ®)

sin™xd.c sin®~ !y m—1 sin®=x dx
f - —— [ ————.(9

cos" & (m—mn)cos*'z ' m—nJ  cos"x
/‘sm J."d.l? sin™+' x . n—m—‘.’./‘sin"‘xdx_uo)
cos" x (n —1)cos™'s ' n—1 cos* iz
cos"xdx cos* 'x n—1 lcns" xd 1
/ sin" & (n--m) sin"'x + n— mf sin" x - {4n
cos"x ll.’L‘ cos"'x m—n—2 s/ cos"zdx 12
/ / sin"".:.( )

-+

sin*x - (m—i ) sin*'z ' m—A1
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/ dx 1
sin®xcos"r (n—1)sin""'rco"'x

m-4n—2 dx
+ n—1 ,/sin"‘a:cos"':t' - - 19

/‘ dx 1
sin™ x cos" x (m—1) sin™*x cos"'x

+m+n—-2/’ dx T

- .
m—1 sin™ " *x cos"x

De la formule (3), en remplacant n par —m, et de la

formule (1), en remplacant m par — n, on tire immédiate-
ment :

1 .
/tnng"‘xd:r-a“ ‘tang""x —/tung‘"a:dx. . (18)
n — .
1
/cotg"xd.x:-—’ 'cotg'—‘x_/colg'—’xdx. . (16)
) —

Exeroioes.

1. f car
X

Posant u = ¢**, on obtient :

/’e"‘ll.z 1 e a e**dx

" n—1a*t* "' n—{ P

Pour n=4 ct a =1,

edx e 1 e*dx
/ praated il +1+9)+§/ s

D’ailleurs, on verra au dernier chapitre que
s P

S ettt

X
iz
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2. [ x~(l6g z)" dx.

Faisant u = (log a)", on trouve :

.o \n x-'H‘log _.r)n n - S
/x (log x)" dx = e —”‘_'_1/::'(!0,,::) dx.

Pour m =2 et n =2,

f x*(log x)* dx z log x)* 2lo x4 2 C
8 3 (log - 5 8 E’ +C.
3. / sin* xdx, / sin® xdzx, / sin® zdx,

et
f cos* zdx, f cos® zdx, f cos* x dx.

Les formules de réduction (5) et (6) de I'exemple VI,
donnent :

1
/sin’xdx=—;(siuzcosz—x)-l—C,
/sin’xd.r=-—c—-o;x(sin’x+‘2)+C,
/sin‘xdxz—‘.—nzx(sin‘x+§sinx)+%+C,

L
/cos'x»dx=;(sm:ccosz—|—x) +4-C,

/cos‘x d.t—-Si—;)-f(cos‘x-l— 2)+C,

3
\cos“x —l—;cosw) -{-%-]—C.

. - sinx [
/ cosxdx 2
S S

/ S s / sinx cos® cos® r
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Les formules (7) ct (8 de I'exemple VI, fournissent <

dx cosx i
'-_:.'=—'——+ lo"mn"—-l-C
[3{\ 4 2sint x
»dr . . .casx e ,
S o= gz £,
sin*x s’ x b)

f d:: =sm_z( " -|-§ '1 )—}--lo"lan"( +- )—I—C,

[ & \costa T 2costx

I‘ 0 . . . . : .
/ (: =sm‘x( i_ +,; 1 )+%(angx+c.
h)

€0os’ i 5 \cox’x ' 3co’x
sin‘t sin® J: sin x dx sin® x

b. dx, — et —dx,
cos & cos® x cos® & costr

Formules (9) ct (10) de I'exemple VI @

fsmrdx=_ = (sin’x+3)+logtnng(£+:§)+@

cos X 4

sin® x
/ - d.r——’co,x(smx-}—lmm z—8)4C,

Cos" x

sinxdr sin*x( 1 ] 1 .
= | C,
/ cos® x b (cos’ X + cos® .r) + 5 cosx +
sin®x sintx a
lr = — ———4-C
./Vcos‘.'x:l'r 3oy’ x 5cos.r+
cos®r cos* x cos® x cos x d.r
6-/. dr,/., /—_.,/
sin x T sin® x sin®x
Formules (11) et (12) de I'exemple VI :

cos>c _©  cos’zx .
— dx == 3 logsinx 4 C,

sinx

cos* co*x 5 . . 5
/———d L= — |- +§smzcosa:l+;x)+c.

sin*x sinx
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cos® x ' cosbx R o
/siu‘ z dx = — (-'——y, e + cos* x 4 9 log s,m z)- 4+ C,_
*cos a:'dx cos® x ( R | ) o
. ———— - . 'C. i
-/ sin’x ok \sin*z +siu".l: +

7 dx = - - dx R dx.
. —s § —_— —_—
sin®x cos x sin x cos* x sin* x cos® x
et
dr-
sin®x cos‘x

Formules (13) et‘(ﬂ) de l'exc'mplé VI:

+ log lan"a:-l-C

sin* & (Uax 2 sin'x

1 1 x
— log tang - 4-C
./sm.no: x aro:“x-‘l_cos.-r+ 75 1ang 2+ !

1 (1‘ '_) 5] ) .-('k .'l:) G
sz cos T | 2smz\cosir - +§'o° ang Z+§ +C,

1 ( 1 2 8 )
sm'::cma: T Beosx\aPx | sicx | sing
16
+?luxlgz+c.

8. fsin‘ xcos*xzdr, '/si'n’ xcostx dr, fsin‘ z cos® z dx,
f sin®x cos® x dux.
1

Formules (2) et (4) de I'exemple VI :
cos®
/sm xcos’z dr = — —,—(uu 4= )-l—C
J

. sin*x cos x fcos’ x
/sln'chs‘xdx=—T—(——+ )

1 :
16 (sin x cos x — x)4-C,
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. sin®x ?
/sm‘a:cos‘xd.:— 7 cos’x-[—g +4C,

- . _=sin‘x(_ . cos’ x 1)
fsm x cos*x dx m costx 2 +6 +C.

9. ftang'zdr, fiang® xd, Sangt zdx,

et
Seotgtzdx, Seogzdz,  feotg' zdz.

Formules (13) et (16) de I'exemple VI :

/lnng*a‘d.:=lnngz—r+c.

tang®
/lnng’:a:d:n 'm: x+logcosz+c.

tana®
/umg‘x(lx-= 08 z—umg.r-l—x—'—c.
H]
/colg’ z dx = — (cotg x 4 x) 4 C.
2
‘fcotg’x dx——(cm: x-f—logsin x) +C.

'S
/cctg‘xdx=—(cog x-—colgx—:t)+c.

x"dx

10. —
Va + bx

En posant u = 2", on trouve d’abord :

x"dx 2x”

2
A V oy —Tn/x“‘l/a—l—bx.dx,

Va4 bx b
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et, en dédoublant lintégrale finale aprés P'avoir écrite
n—l
(e+ b» ) dz, on obtnenl
V a-bx
x"dx 22"V« '+ hx 2 a a*tdg

Vattz @a+no a1 6J Vet

Pour n =1,

xdx 2a
t/a"+’7r= 2Vutbx (5 — _b,) +C.
Pour n =2,

x'dx x* & $.2a
e 9 e
Vat bz Vet b\ —53 b‘+.) 59 T

Pour n =13,

S

A 6 ax* 6.4 «’x 6.4.2a®
Vatbe\g—wtiss v s TC

xdx
[}
(@ + bx}

Posant #=x" ¢t opérant comme dans 'exercice précé-
dent, on obticnt la formule de réduction :

11.

x"dx 5x"(a - bx)‘ n @ / dx
(@ + by i (.'m-i-z)b 42 b (a-[-bx)%

Pour n=1,

S b5 50 e
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Pour n=2,

x*dx 6 ax 6.3 o
=3+ b2 | = — — =+ ——=])+C
'/.(a-l-bx)‘ ( 8.50 8..1..2 b)

_ Pour n =3, ’
il '( a¥ 9 axt 9.6 ax
./.(a_'_bx),_"(a"'bz) b N80 T8 7

9.6.5 a')
=22 e,
11.8.5.2 ¢* +

12. / (a*— z*!dx, n étant impair.
Posant u == (a* — z’ﬁ , on trouve d’abord :

/(a’ - x’)-i dx = x(a* — :i:’;?_‘+ n fz’(a’ — xi)%_'d.r

ct en dédoublant I'intégrale finale aprés 'avoir écrite :

f[a’ - (a’—'a:’)] (a* — z’;g—.dx,

il vient :

(} !E xa’—xg); na’ 03
ﬁa—x)dz= n41 +”+1/(a—x)

Pour n==1,

/(a’—a:’)%dx E(—a’-a_—x—)—’-{—?arcsm +C.

Pour n =23,

] | 2 n‘
/(a’—x’)‘dﬂ: —(-‘l4iu+4 a'r(a® — i

5 ., . T
+‘.2a nrcsm;-{—C.
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Pour n=3

/ (a’ - r’); dx

672" (ﬂ—f')+

a“ arc sin — + C.
13. / de . -, n étant impair.

(a* +r')

]
x(a® — x*)

5 ' s
20 (? 23
5 -|-6'4a:r(a‘ xtt

Ona:

S

/‘(a + a*— ) dx

x!)‘l
1 x? dx
== ;.‘ — _/ .
(a + _,x.'))-t + (l:’)!
Or, en posant u =z,
/’ wdx x
(a? + 1_! \T

(n—2) (@ + 2"

+ 1 / dx
n—?2 "
Substituant, on obtient

(ai + zl 1
dx x
(@ P (n—2)a* (¢ ) !
n—31 dx
94 "
n 2a (@ 4 Y 1
Pour n =3
dx x
5= . +C
(a B R s (e o
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Pour n =8,
dx T 1 2
s C\ ot :+—1 +C.
/;a’+x'); 3a® (a'-|—.'r’)- (a += a )

4 dx
14./—-—-—-
"V x*—1
Ona:
/‘ dx /’ xdx
Va—1 J Va1
1

Si I'on pose u = on trouve d’abord :

. dr Vit —1 " ‘f\/a:‘——id’
./ "V gt —1 - ! +( + ) "t :
Dédoublant I'intégrale finale, aprés en avoir multiplié les
deux termes par Vz* —1,

. dx Vit —1 dx
= 1 ——
‘/I"‘/x'—i 1.-+l +(1+ )/In‘/xl_‘

d d
e f

Transposant le dernier terme, réduisant, puis changeant
n en n—2, il vient :

/‘ dx Vit —1 + n—2 dx
=V —1 (n—1)z** " n—1 o — 1
Pour n =2,

/‘ dx m+a

2Vt —1 x
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Pour n = 3,

’ dx xt—1 1
/m‘= P +§nrcsécx+c.
Pour n = 4,

/'xq/t:T,= ”‘;;"'(xi._,_g)_‘_c,

15, __dr

VY

Opérant comme dans P'exercice précédent, on trouve la
formule de réduction :

/’ dx . 1 V4o 11—2/’ dx
xn‘/’_*_x! n—1 xr! n—14 xu—!|/1+xf

Pour n =2,

/’ dx =_l/l+x'+c.
a’\/'l—]-x’ T

Pour n=3,
/’ dx =—V1tx’—1logﬁx-‘+u

SVIf 2 2 P vy
Pour n'=4,
/» dx __Vl+x’(i_2)+c
=V —{—x‘— Sz \a?

. nd
16. / _re
V %ux — it

Faisons z = 2az2?; il vient :

' atdx 2(20) zdz
— —— <0 ud —
V' 2x — Vi—3t
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Or, la formule de réduction de I'exemple III, en y rem-
placant x par 3, a par 1 et n par 2n, fournit :

3z™dz z'“"Vl—z’+9n—l z“'"'dz_
Viea 2n m J Vies

d’ol1, en multipliant les deux membres par 2(2a)*, puis rem-

placant z par \/QEa

© xdr J:"“\/Qaa:—.r"_l_!n—la x"—tdx
V'2%zx — x* n n V' %zx — x*
‘Pour n=1,

=—\/2ax — x*-} a. arc sin vers z +C.
a

/ : xdx
V'2ax — x*

Pour n =2,
x'dx . ‘(x 5a)
- e
2
+%—arc sin vers - + C.
Pour n=3,

5.3a®

T332

. x
arc sin vers - -- C.
a

117. /x" cos x dx.

Une premiére intégration, en posant 4 = z°, donne
Jx" cos x dx = a" sin x — nf x"='sin z dx.

Une seconde intégration, en faisant ¥ = z"~!, fournit :

Jx"="sin xde = — &"~' cos x - (n — 1) [ 2"~* cos x dx.
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D’our, par substitution : ‘
J & cos x dx = x"sin x 4 nz"~* cos x
— n(n —1) [ z"* cos x du.
Pour n=1,
J % cos x dx = x sin & 4 cos x 4- C.
Pour n=2,
f a* cos x dx == z* sin 2 - 22 cos ¢ — 2sinx 4 C.
Pour n =3,

fa:‘cosxdx:x'sin:c—l— 3x* cos x — 6x sin x — 6 cos x 4= C.

18. /x" sin x dx.
En procédant comme dans l'exercice qui précéde, on
trouve :

J & sinxdx = — a" cos x 4 na*~'sinx
—n(n—l)fx"" sin xdx. .
Pour n=1,
S ®sinxdx = — x cos x 4-sinx 4- C.
Pour n =2,

Ja*sinxde = —z'cosx | 2usinax 4-2cos x + C.

Pour n =3,
/a:’sina:da:: — x® cos x 4 3« sin x }- 6x cos x
—6sinx 4 C.
19. [ ¢** cos® xda.
Ona:

fe" cos” x dx =fe“’ cos* *x (1 — sin’ z) dx

= f e cos"*xdx — f e** cos"~*x sin*x dx.
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Posant u = ¢**sin z, on trouve :

1
/e" cos**x sin® x = —
n—1

' 1
+n:’/e“cos"—’xsinxdx +mfe"cos"a:dx;

puis, faisant u - €**, on obtient :

. 1 a
/e" cos" 'z sin xdx = — — €* cos" x -}- —/ * cos” xdx,
n n

Par substitution, réduction et division par le coefficient
de [ e cos"zdz, ona: :

€** cos" 'x(a cos x 4 nsin x) -
/e"cos"xdx-: ( + )

€** cos™ ' sin x

a*+n'
nn—1) o I
-+ prap e** cos*?*xdux.
Pour n=1,
e**(a cos x -} sin x)
e+ = C
/ cos xdx P +
Pour n=2,
g e** cos x(a cos x - 2 sin x) 2¢%*
e*cos'xy dx — .
/ cos*x dx oy +a(a,+,‘)+c
Pour n =3,
- e** cos*x(a cos x -} 3 sin x)
/e cos® xdx = o
6e**(a cos x -} sin x)
@ttt T¢

20. e** sin” z dz.
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En opérant comme dans l'exercice qui précdde, on
trouve :

./e"’ sin" o d e** sin"~' i (a sin x — n cos x)
- =

a’+n’
”(”—1) as —
+ = ,_l_n, €™ sin"*x dx.
Pour n =1,
" s ¢**(a sin & — cos )
/e sinx dz = o +C.
Pour n =2,
. e*sin x(a sin x — 2cos x) 9es*
e“. 2, d =
/ sin® x dx Py ‘ +a(a'+&)+c
Pour n =3,
/::“ Gind o dp sin® z(a sin  — 3 cos x)
‘ o a’49
6¢°*(a sin & — cos x)
CENTCES R

. dx
A /(a Fobeosx)y

Evidemment,

sin* x dx cos’ x dx
./(a+bcosx)" /(a—l—bcosx)" (a 4 b cos x)

Posant 4 = sin x, on trouve :

/" sin? x dx 1 sin x
(a+bcosx;"=(n—1)b(a+bcosx)"f‘
1 > cosxdx
(n—1)bJ (@a+beosz)
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D’autre part,
/‘ cos® x dx _
(aFbeosx)y -

_a de 1 /*(a—bcosx)dx
5;/ @+ bceoszy F,,/ (« + b cos x)**

cos x dx
,/ {(a -} b cos x)*~!

EXERCICES METHODIQUES

1 /*(a® —a*— b*cos*z) dur
b_’/ (a -4 b cos x)

e o dx a dx
i);/(a -+ b cos z)* - —'/(a + b cos x)~*

cos z dx
b./ (4 4 b cos x)“'

1/'(a—a+bcosz)(lz
b

(@ + b cos x)**

a 1 *
o —b./(u—l— bcosx)*! +5./(a+b cosx)™" ¥

D’ou, par substitution, réduction et division par le

. dz .
coefficient de / m.

: dx
/(a-}-bcosz)" =

Pour n =2,

—bsinz
(n —1)(a*— b* (@ - b cos x)**
(2”—5)(1 ¢ dx .
+(n-—-1)(a“—b’) (@ 4 b cos x)*-!
n—2 y dx

T a—N@—bt)] (a -+ b cos x)**

. . —bsinx
./(a+bcosz)’_(a’—b’)(a+bcosa:)

a ¢ dx
+a’——-b’/a+bcosx.
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Si 'on suppose a > b, il vient :

/' dx _ 1 b sin x
(@Fbeosx)  «*—b'|atbeosa
2a

a— 1\
- _—atb’ arc tang (\/a T tgng§ x)J +C;
et, poura < b,
/" dzx M bsin x
(@4becosx)  b*—a*lafbceosx

a V'b—atang{zx 4 l;+a]+c.

- lo
Vbt —a® Vb—atang%x——l/b-]—a
(Voir 'exercice 37, chapitre II.)

dx
22',/v(a F bsin z)*

En procédant comme dans l'exercice qui précéde, on
obtient :

d dx b cos x
/(a—i—bsinx)" (n — 1)(a* — b*)(a 4 b sin x)* -

(2n — 5)a dx
+(n—- 1)(a*— b)) (a4 bsin x)—!

on—2 ’ dx
—(n— N =069 (@F+bsinxy-*

Pour n =2,

dx : b cos o a ' dx
./‘(a -+ b sin x)* =(a"— b*)(a 4 b sin x) + at — b’./a Fbsinz
Si I'on suppose, en outre, a > b, on trouve :
dx | b cos x
./;a + bsin x) o' — b [a+b sin x

arc tang (i;———g_%_f—;l-—b)] +C;
at — b?

2a
e
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et, pour a < b,

1 beosx
/(u-i—bsmx T b - a'|lafbsinz

atangtx 4+ b—V'b* —a*
! C.
+\/b’—a’ osatang;x-l—b—}-\/b’—u‘]

(Voir I'exercice 40, chapitre I1.)

CHAPITRE 1V.

INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

Dans le dernier chapitre des Exercices méthodiques de
calcul différentiel, on a rappelé que ]C—((::}) représentant une
fraction dont les termes sont des fonctions entiéres et
rationnelles de z (le degré du numérateur étant moindre

x .
que celui du dénominateur), cette fraction {:}——)5 pouvait
toujours se décomposer en fractions plus simples, de I'une

des quatre formes :
A A Az +B Ax |- B
z—a (@—o @E—o+F [E—o+FT
Dans ces fractions plus simples, a représente telle racine
réelle de I'équation

F(z) =0;

a et B, les coefficients de tel couple de racines imaginaires
conjuguées de la méme équation; n, un nombre entier
positif; A et B, des constantes que le calcul différentiel
détermine.

L’intégration des expressions différentielles de la forme
@)

i )dx f(x) et F(x) étant, bien entendu, des fonctions
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entidres et rationnelles de x, sera donc ramenée A linté-
gration des différentielles

Adx Adzx (Az 4 B)dzx (Ax 4 B)d=x )
S g—a (@—af (E—of+f [—of+p]

e (:i’a) — Alog(z — a) 4 C.
: 2°/. Adx———- A -+ C. (Voir chapi-
(x—a)r (n—1)(x—ar!
tre I, section II, exemple 11.)
((:f_-’;)—:%_% devient, en posant £ — a = z,
*(Az 4 Ax 4 B) dz
—T-FE'——

et
Az 4 Aa 4-B)dz 3dz
S e [

- % log (z* 4 8°) + -—a';———B arc tnng : .

Done, en remplacant z par £ —a :

(Ax4B)dx A . .
m=§loﬂl(1—“) +ﬁ]

arc tang

X —o
+C.
g
40 Si I'on pose £ — a = 3z, on obtient d’abord :

> (Az 4 B)dx =/(Az+A¢+B)dz
(= — o+ (= + 6"

- /( z—ldjﬁ')" At )/ TR
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. D’autre part,
* zdz i

A
EHEr T 2An—t)
section II, exemple III) et (Aa}-B) .

(chapitre II,

dz s'inté
ey oo At
moyen de la formule de réduction trouvée, chapltre III,
section II, exemple IV.

Par addition et, aprés avoir remplacé 3 par £ — a, on
obtiendra le résultat cherché.

. Nota. — En multipliant par dz chacune des fractions
rationnelles que, dans le dernier chapitre des Exercices
méthodiques de calcul différentiel, on trouvera décomposées
en fractions plus simples, on formera les expressions diffé-
rentielles dont I'intégration est développée dans les exem-
ples suivants, et celles que nous donnons 2 intégrer comme

exercices.
Exemple 1.

/’ 122* — 70z 4 98 .
£ — 9x* 4 26x — 24

On a trouvé :
12x* — 70x 4 98 3 4 8
3 ] Q) 5 = ¢ + + -
2 —9x* 4260 -2t —2 x—3 x—4
Donc,

*dx dx
/x—5+5 x—4&
=3 log(x — 2) + 4 log(x — 3)

+ 5 log(x — %) +log C
= log C(z — 2)* (z — 3)* (x — 4)".

12x® -— 702 4 98
dx
./lz’—— 9z 4 26x — 24

o . Exemple 1I.
@1
(@ —1F
On a obtenu :
(z*4-1) 4 8 . 8
(av—i)‘m(-’lﬂ-—i)‘—i_(ﬂv—i)‘_{-(ﬂf—i)‘_{-(-7p i)’-'"

(x
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De 13,

(w—:>): /(xdxf)”“ /(xdxa)“L /(x—n'

+‘./«"w_d——ii—>“f/(wixl)’
4 8

T Ba@—1p 4(x;1)‘—5(x—1)’ 3
b 1 o
—2(.1:— I)‘_:L'—l +¢

1824 — 30x® 4 40x* —20x 4 7 .
15(x —1)° ’

/ 6x* 4 252 — 9 o
xt —A42® - 107" — 4220 850

On a trouvé :

6x* 4 28x — 9 o — 3x 41 3x —1
xt— 14 4 1072* — 4220 4830  (x —3* 428 ° (r—4)'4-9
Par conséquent,

6x* +25x—9 dr
/x " 14x* 11072 — 4225 1 850
__5_),+l 3r—1
PR +,/(x——4) i

—— —log [(x — 3+ L’S]—Salclnng

' +: log[(x—&)’-l—Q]—f—? arc lang .r—5—4 +cC

3 — 449 —4
=5 %%+—alctan3x

sm- { z
TEne

—5
5 ."+c
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Exemple IV.
/‘:c(Qx’ —x+4Y) dr
(@ 1
La décomposition a donné :

o2 —x45) x4 | Sw—1
(£ 41y (1) a1

) /’x(?x’—:r—{-!i)dx
. (1'+1)’
5x+|
@ +/ '+i 4

(x'm /(x+t* /Qxdf‘ /-+a

3
= 5 +|)+2 = -|-l +§urclnngx

Donc

-} log (z* + 1) — arc tang x -} log C
1
Q(I’_i_')-l—log(l( * 4 I)——;arc tang x.

Exemple V.

Du résultat trouvé par la décomposition de( +axa:’ T
en fractions plus simples, on tire :
x'dx
-/(x + o) (z* 4 )
1 o, dz 1 xdx
=§./(x-|—u)'_‘z;,/x+a+ x’—i—a

1 1 .
—m—ﬂlog(x+a)+4_(,'°3(x‘+a’)+c

1 Varfa
=—[log T4 a :r+ ]+C
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Exemple VI.
2 —2x 1
./ otz —2) (a* 4 1)* de.

Le résultat de la décomposition de

—2z 41

e — 2) (@* + 1)

permet d’écrire, tout de suite :

/ w‘(: = Q?T:: . )’ 4
_ __/‘dz /'dx +40 d.l:2
e

Or,
da: 1 3 d:c__ 3
2 w A P dx
] dx i
—=—— ’ f— T | —2
/ logx 40./x—2 = %0 og(x )
(x4 1) dx 1 z

(x:+“= = .2(_,‘:_'_’)—'2(05,_'_l)—§arctangz,

et
__‘/'?i':dx=—mlog(x +1)— é'-arc tang x.
Par addition et réduction, on obtient :
S e T e e
e

Nota. — On voit que Pintégration des différentielles
)

Fz )d:c fournit généralement des fonctions rationnelles
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de z, des logarithmes et des arcs-tangente. Pour additionner
ceux-ci, quand P'expression de la somme sera jugée assez
simple, on fera usage de la formule connue :

+b
F ab

arc tang a == arc tang b == arc tang la

Exesrcices.

? !dx
l'./x’+(a+b)x + ab

S=a%b|_b’log(r+b)—a’log(x+a)]+C.

9. /’ a(7x* — 28ax - 24a’) de
x* — Taa® 4 14d’s — 84®

§ = alog [C(x — a)(x — 2a)}(x — 4a)‘].

dx
3. .
/ (Va4 Vo4V e) 'V ab+V ac+V be) x4V abe
1 ,
log Va
IV Va o8 (e +1/a)
1, .
R OZ IRV Y Y
1
i Va0 =10
3602 — 1262 417
%P — 100 — Bz 1
S=1log C|(2x — 1)* (3x — I)® (4= — 1)*).

. x?—1
o/a‘-l—ﬂ)“ .
Rx 413
"(x-{—‘:?.

log (x + V'b)

log (x +\/E)+c.

—— 4 log C(x + 2).
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6/"‘(::_\/\/—;—5 2.

2x* 3
B (z+ \/;)‘ .
(0 bay |
(@ — bx)"
(2a)" m (2a)"—*

S=C+b(n—1)(u——bx)" "1 b(n— 2){@ — bxy*

m(m—1) (2a)~—*
1.2 b(n—3)(a — bx)"—?*

— ete.

zdx
8. ./x‘ F(aFb)a* Fab-

1 . a+a
5=2(b )og ,+b+C

2(z" 4 1)dx
o f

2
S = —arc tang =V/3 +C.
V'3 1 —2*

1225 — 7a* + 2
V) erarras ™
2 @1r 4 (72" + 3)
S= B e ey T3 M e Be 9r 2

+C.
16(x* -+ 4) dx
/;495 T kx0T

2 3 3 2 1
ik —{—aaarclang dun
16(4.'; =+ 4ax 4-17) 4

+cC
5
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a4 ha* - Tx—4
12/ gy dx

S-=-1§|:log («* 4+ 1) — 3 arctang x —

x*—zx 41

O Srrna L
A6 Tr+4 83 2x + 1
S= 5(::*-[—1—{-1)’ -+ m arc tang

14, (51 — 7x) dx

/x — 34 -|—ax—2

(.r—“))" i
©—1 r—1

32+ 22 4 Bx 4 4
@+ ]+“

+C.

(32

S.—_-=logC

“-I—i
15/“
C_l_a"
='_(|_xl)+’|og(x-|-1)-|-m-cmngm+c.

x

4182° 4 Bt 4 BR2’* 42 4-57x —16
16'/ 2 - hxt — ot — 4 dz

S=log [C(x’—|—l)%(x’ + 4);(1 — 1y (x4 1)‘] -+ 2 arc tang 3 f 5

11. /'(x s

. x4-1  2x(a*H4-1)
S“E["’gx—a_ (x'—a)']"'C'
dx
. /ey
S-=—+— g:r + arctangx-}—(}

x1
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19. a4 6 — 1
Jaw—nu+w’

. -4 2 __ 2
S l[ ng—l—a 112® 4 5332 |9x+.5] C.

64 4 x—1 & — 1) (x4 3)

xtdx
20'/5’ + (e 4 20)x* 4 b(2a 4 b)x + «b® -

S = = [a*log (a + x) 4 b(b — 2a) log (b + )]
L
(a — b)(b+ x)

21/. x)’l-i—a:)

Jat—x —1 1 x*
wil—a T 80 —au s

bxt(x' — ' —1)dx
1. /x 8 e 2% — 3¢ — 22— 1

1 *— 541
S =——arc lang z u——i——
\/5

\/g-}-—lo
—% V3 sx'+x\/3+1

o3 i *dz _
',/a:‘—‘)x‘-l—x‘—l—:r’—-‘)x-i—l

1 14V2 =
m+ log(a: 1) — +8 log(a* —zV'24 1)

14172
T %

arctang(x}/2 —1) — ! _8‘/2 log(z*+ V2 1)

‘—‘/éarctang(z\/é+|)+c.




63

24.

S=Se—=¥1 9

9% /‘5:1:’— 10x* + 1212* 4 1972 — 287

26.

S

Dans ce résultat, R = (t—l-)a.

EXERCI(CES METHODIQUES
8r* — 2x®* —3x 41

X' — ¥ 4 3x® — 4ot 3x-—1dr.

9% —1 2V3 2 — 4

S

~ 8bR

arc tang

A (22 + 1)V —38

- C.
Vs g(?x+1)\/§+5+

(x*— Bx 4 8 (>4 7)

8r — 27 89V7 t 2c — 35
= ; — 1§
T@—52+8 & 8 g
1 xt 47
“log—m T 4
Tl g T
xdx
a + bx®

x* — Rz 4 R* 2r — R
[IogW+QVgarc lang "3 ]+C.

b
97 x*dx
"J u- bzt
1 at—RzV24R* Rx V2
S = log — -+2arctang —-, |4-C.
RV2|[  2*4-RzV24-R? - K==

Dans ce résultat, R = (ﬂ) .

b
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%w/HﬁL.
a - bx®

T T
cos = log (z" — 2Rx cos & + R’)

3 3
+ cos—s—" log (:c’ — 2Rx cos—é-r + R’)

w—Rcosf
. ® 5
1 - 2 sin - arc tang
S —— 5 .o®
B8R R sin —
5
3 3
cos’77‘—|—cos;’—r x-—_Rcos?ﬂ
9
+Qanctang ~m
sin — R sin —
3
| —log(z + R) N

a 13
Dans ce résultat, R = (5) .

dx
a - bx* + cat
Si 'on a b* — 4ac > 0, en posant :

b
O e =n,

2c 2

29.

et
b
l+§Vv—m“=m

on trouve :
1 [ L]
TN —M) LN t/_ VN

1
arc tang — — ——arc tang

A

N

+c
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Mais si I'on a b* — 4ac < 0, en posant :

a\¢ b
-] =R t —_——
() * WV 008 «,

on obtient :

9Rz sin -
3

‘ '+ 2Rz cos§+n'
+ log +C.

a o
2cos§ x’—?l\rcosé-l-li’

Iﬂ-l

30. dx.

xt—
Si n est pair,
log (x — 1) 4 (— 1)™ log (x 4 1)
'_"_I
st + 3., | cos kmo log (x* — 2z cos ks -+ 1) +C.
- .

n

. x — cos k9
~— 2 sin kmo are tang ———— T
sin

Si n est impair,

g ) 10g (x— |)+ 2‘ [cos kmo log (1* — 2x cos ko - 1)

+C.
n T — cos ko]

— 2 sin kmo t
sin kmo arc tang o
2n

Dans ces résultats, 6 ——.
. n
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CHAPITRE V.

RATIONALISATION (*).

Point de régles générales pour intégrer les expressions
différentielles irrationnelles.

Transformer, par substitution, certaines expressions en
différentielles rationnelles, puis les intégrer sous leur nou-
velle forme, tel est le but restreint et 'unique procédé.

Rappelons quelques régles particuliéres données dans
les cours.

Premiére régle. — Toute expression différentielle qui ne
renferme point d’autres irrationnelles que des puissances
fractionnaires de la variable x, peut sc rationaliser en
posant & = 3*, k étant le moindre multiple des dénomina-
teurs des exposants fractionnaires. Cest la régle qui con-
duit 4 I'intégration dite des mondmes irrationnels.

Comme application, voir Pexemple VI, chapitre 1I, sec-
tion 1I.

Deuxiéme régle. — Toute expression de la forme

(a4 bx")g dz, dans laquelle m, n, p et ¢ sont des
nombres entiers (n et ¢ positifs, m et p positifs ou négatifs),
peut étre rationalisée :

m

1 . - .
e Si est un nombre entier, positif ou négatif, en
posant :
a 4 bx" = 29,

() Mot anglais que nous nous sommes permis de franciser, afin
d’abréger le discours. Dans le méme but, nous avons fait emploi du
verbe rationaliser avec cctte signification : rendre rationnelle telle
expression mathématique qui renferme des radicaux. E. B.
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% Si ;i_ -{-q est un nombre entier, positif ou néga-

tif, en posant :
u - ba® = a"z".

C'est la régle qui conduit a l'intégration des différentiélles
binomes.

/ * a2z .
(a + bz

Exemple 1.

Onam;‘{—l—s—-—;l=3 posons donc a - ba® = 2"
" 2 __ \3 2__g\?zdz
Do (@ 4 bx?)r =z, x°=(z a) et w'da:=(z 5 a) zb .

Substituant, il vient :

S el

et en remplacant z par (a4 bz*)*®,

/ xdax _ (a +5bx’)’ [(a -+ bzx)? _ 2a(a+ bax?) + a’] L
(a4 ba¥) b 5 3 .
Exemple II.
/‘ x“dx__
1+ x*)
m+1 _ 641 3 9
n 5_ 2 2
Posons donc : 1 4 2* = 2%*; on trouvera :
1 zdz o 2
m.=(z!___|—)5’ dx = — !; (’+1‘)= 3°?

(@ — 1) @ —1y
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et, par substitution :

Intégrant par la méthode des fractions rationnelles, on
obtient :

> dz 152 —238z* -8 15 z41
= _ Tt
./z'(z’—l)’ 2@ —1p 16871

+c,

V1
et, en remplacant z par —

/' a*dx : =1[W(21‘—5”_ 15) +15Iog(x+\/m')]+c-
(A 42 ’ Vit

Nota. — Si les exposants m et -n étaient fractionnaires,
on poserait au préalable £ = u*, k étant le moindre mul-
tiple de leurs dénominateurs, et I'on obtiendrait une
expression en u & laquelle on pourrait appliquer la régle.

Si n était négalif, on poserait d’abord x==% et I'on

aurait :
x™(a 4 bx™) dx = u™*(a - bu®) du,

expression en u, semblable, mais dans laquelle n est
positif.

Troisiéme reégle. — Toute expression de la forme
f(X, V'a+ bx)dz, X représentant, comme dans les régles
suivantes, une fonction rationnelle de z, peut étre rationa-

. . . 1
lisée en posant, soit a + bz = 2*, soit a } bx = et

Exemplc.

/‘ dx .
(a4 bz)Va—bax
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Posant ¢ — br = 2%, on obticnt :

- 2zd
Ve —br=1z, d.t=——z’:——z et o bx =2a— 3

et, par substitution,
=g dz _ 1 logz—\/"_’—a
@+bn)Va—br bJ Z=2 49 T 4 eg
1 g (= — VT
bV 2a Va—bx+V2—a

Quatriéme régle. — Toute expression de la forme
fX,Va+bz)dz, peut étre rationalisée en posant £” = Y,
puis en appliquant la troisiéme régle.

Exemple.

/  dx . -
(@) Ve —5*

Posant 2* = y, d’ol dr =

,ona:
Y

Y —
(a-{—z”)\/a—.z (a—|—_/\/a-—y

Faisant ensuite = 2*, d’ou
1 2a%z® — 1 d lz '
=2z, fy= " ot —2 — ‘ ,
Vi —y < Ql/g 2V a2t — 1

il vient par substitution :

dy

/ 27; '/ ‘ zdz
(@+y)Va—y - (2a%2 — 1) Va'z" —
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Enﬁn, osant a’2* — 1 = u*, d’olr
p

udu

zdz = —
at’

Vi — 1 =u et 2a%2"—1=2u"4|1,

on obtient :

/ * zdz 1 / du
Jo@izt—1)Vaer—1 2J v

= ~ arc tang ul/2.
a’V2
D’ou, facilement :
dx 1 V2
/ = —arc tang ———— 4 C.
@F2)Va—22 V2 Vit — gt
Cinguieme régle. — Toute différentielle de la forme

f(X,V'a 4 bx == a*) dx peut étre rationalisde :

1o Sile coefficient de 2* est + 1, en posant
Va+br+a'=2z—z.

20 8j le coefficient de x* est — 1 et si a est positif, en
posant V'@ F bz — z* = 2z — V a.

Si le coefficient de 2* est — 1 et si a est négatif, en
posant V'— a + bx — z* = z(x — x), « étant la plus grande
des racines réelles de I'équation 2* — bz + a = 0.

3° Que le coefficient de 2* soit 41 ou — 1, en rempla-
cant

VaFiFepr )/ (r0) 4220
et
Vite—rp\/ 2 (o)

et appliquant la quatri¢me régle.
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NotaI. — Quand b=0,V a4 bx = 2a* devient V'a + z*.

Donc les deux premiéres parties de la cinquiéme régle
g'appliquent aux expressions de la forme f(X, V" a + 1% dz,
expressions que I'on peut aussi rationaliser au moyen de
la quatriéme régle.

Nota Il. — Si P'expression & rationaliser par la cinquiéme
régle était de la forme f(X, Va4 bz = cz*) dz, on rem-

\ /a b
. - hod 7 -zt
placerait \'a + bx = cz* par V¢ c+,:xj z

Exemple 1.

: drx
-/V(‘I + V1442
Premiére solution.

Si I'on pose V1 4 x + 2* =2z — z, on trouve :

dx dz z
Sz wra e
et, en remplacant z par V1 + z  z* + z,
/ dz =logC. {tztaits .
+aV14a 42 Vitaefaitat2

Deuziéme solution.

dx ' dx
'/;l-'-x)m:‘/“w%)m‘

. 1
Faisant z 4 3=y on obtient

f B f - B
o) U+ )V

R
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Posant ensuite V'3 4 4y® = 2z — 2y, on trouve :

dy dz z—1
4 =4 = log —— - logC.
/<1+2y)\/“5+‘4y' it

Or z = 2V2'+ z 41 + 2z + 1; la substitution donne

done

S dx Cge. VIFEFE+s
(1+aVTFate Viteto fate

dx
/;1 +a:)\/1—|-x-—x’.

Faisant V4 42 —a*=a2z—1,0na:
/‘ dx \ _ 2/‘ dz
A+x)V1Ffz—2o* 2" 42242

dz
=_2./.(m=—2arclang(z+1)+05

Vi4+z—2*+1
et, en remplacant 2 par p ’
T — .
/ dz =—-2arcmng\/‘_|_ac x +x+1+c.
(1 -I-ac)\/l +x—ao x ‘

Exemple It

/ dx )
(x—2)V -3+ bz —2

Les racines de I’équation 2* — 4x - 3 sont 3 et 1.
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Posons donc

V—-3t+tr—2*=V{E5—a)c —1)=2(3—1),

et 'on trouve :

/ - / Iot, + log C
(z—2)V =5+ 4x—1 el

r—1
et, en remplacant 2 par Py

dx log r—f{—V5—x 1oz C
u/.(x—ﬂ)\/—-S-{—ri-.r—x’ l/x— —{—\/o—xT B
—V —3—{—4.::—-3:’.

r—2

1
=log C

En dehors de quelques régles particuliéres, comme
celles qui précddent, certaines expressions différentielles
en z peuvent se rationaliser en établissant entre x ¢t une
nouvelle variable z des relations que des recherches et
’habitude de I'analyse peuvent seules faire découvrir.

/‘ (1 4+ 2" dx .
(t—a)V'1 F2t

V3

on obtient :

En posant z = f

_.x”
dz=\/§ﬂdz,
(l _xi)"
et
1 1 —a?
Vi4z2 Vigz
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Par voie de multiplication, on a donc :
dz 1 4 2% dx

v

Vi + 2 (-l—x*)\/1+x"

D’ou,

/ (1 4 2% dz K dz
(Il —=ayVi4at VeJ VIfg

=L;log<z+\/i—|—_z-’)+.c
o g eV
Vi 1—a

Exemple II.

dx
/(i +a:‘)l‘ 1 +1‘)‘—1
Posant 3 ==-———+———— on trouve
Vid 4 29f —

dz =

dx

ViFa[0+af—af

et

1 =(l -|-x‘)%—a:’
7 Vixe

D’oti, aprés multiplication,

dx dz
; — arc tang z
-/(1 +ay Vo a9 — /' R

==arc tang————+ C.

y (1 +:¢‘)’—x

Ces deux exemples, comme les trois derniers des exer-
cices qui suivent, sont tirés d’Euler.
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1/ @ (l—l—x‘)‘

M+ + '
Posant 1 4 z* =

Eaxercices.

= 2% on obtient :

s—te o

—( +x‘) ~- arc tang (4 —|—a:‘)‘+ C.
2/ x(1 +a:’)’dx

S==- l+x’) +C.

3/’“‘

x .
(a + ba)

t[(@-bx) 2a(a+4bx)
S—-b-i(a—l—bx)l 5 — 3 +a]—|—C.

z(a -} bx)* dx

s_- (a4 bz )'(“+b”—§)+c.
3 x*dx )
BTN

S=(x*—i)(1+2x')*

5 +C.
6. / 21+ x)% dx.

s o [LET TR HED_Slpe

3
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1. / LI
x‘(x—i)‘

Aprés avoir posé £ — 1 = 2*, on obtient :

/ dx 2 dz
ad(x — ,)% 1422

et, en appliquant la formule donnée dans I’exemple 1V de
Pintégration par réduction successive,

’\/.n—i

( +- -+ )+-—-amtang\/m_—_+c

8, / 21 + 2 dx.

1 1
S=(1+z 3)8( o —Z)+c.
9. dx . .
(14 x)*
S ==log C(-i——,:i— 2 arc tang(i—l—x)%.
(1 )+ 1

10. /:r’(l + x’)% dx.
S =:-;[x(1 + 2) V1 + log(V1 Fa* —x)] + €.

xdx

14.

(1= -'E')%

S =

- arc cos x 4 C.

{ —o*
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dx
12. —_—
/(a + b

TSN
3a*(a 4 br?)?
13, adx y
(1 + 1})%
53 . '
S= éarc tang Q(L';‘x/%—_*_x —% Iog[(i +uap— x]+-C.
dx
14, f -
2a 3
(5 ) (o402
S= —%—‘—l arc tang (a _t b.r)’+ C.
18 /_H—"T da:

’ .
S=‘2\/1+x—4nrclang‘/ +3-{—C.

(2
16 xdx
(@ — 1) (2 - 1)F

2
Cette expression peut s'écrire / dz -

(@ —1) (2*4-1)

et en
posant 2° -4 1 = 22, on obtient :

S=1[ 1o ‘nl/x=+1—l/§]+c.

o —=—+ —1o
SIVE 1 v T VB
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17.
'/u ——x’)\/a +x

S———3—I gx\/§+l/ a* 4 2?

atV2 Vi — g
18./ o«
(x+ 4V '+ 32 — 4

2 x—1
S=g\/x—{—-’¢+c'

+C.

dx
19. .
-/;l + )V —x—a?

A S=Iogc[5+x—9.l/l—x—-x’]_
i 14=

x
w [t
' zV a4 b'xn

Multipliant les deux termes par z"~', puis posant
a* + b*z" = z*, on trouve :

2 Va* + b'z* + b'x" —a

S = —log

C.
an b ‘/ x" +

a1, / z"de

Multipliant les deux termes par «", puis faisant
a* — b*z*™ = 2%, on obtient :

.1 Va* — biz™
S =— arc cos —————— 4 C.
n a
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) dx
A 4+2e) V1 42

On pourrait employer la quatriéme régle, mais si I'on
pose

22,

x
V14

et que I'on divise I'expression de dz par celle de 1 4 2°,
on trouve :

/ de =/ d = arc lang z
A+2WVT+2 J 1 +2

Z =

== arc tang +C
Viga®
Vi —{—a,
23. dx
1 + 2*
x .
Posant 3 =-———— et divisant 'expression de dz par
V14t
celle de 1 — 3*, on obtient :
/ 1+ac __dz 1arctan z .1lo z—1
T T e B %1
rot x 1ogx—V1+x‘
= a ang ———— — ~ log ———
2 Tt 4 i tVife
94, (1 —a%)dx .
(A 42 (1 42t
2V'2 o\ divisant 1 on de d It
. _ ¢ divisant I’ .
Faisant 3 T s ¢t divisant l'expression de dz par celle
de V1 — 2% on trouve :

D

1 .
S = ——arc sin

e T
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. [T 1+1x=)

Si I'on pose £ + V1 4 «* = 3", on obtient :
S=n/z""dz=%(a:+\/| + r*)* 4-C.

26/ N
T

(4 —aY (22" — 1)

z
Posant 3 = ———, on trouve :
(2a*— 1)+
]
1 x 1. x— (2 — 1)y
S==;arc tang—— — -log————— - C.

(22 — 1) x 4 (22 — 1)

CHAPITRE V1.

INTEGRALES DEFINIES.

Soit f(x)dx une expression différentielle et F(x) 4 C son
intégrale générale, indéfinie, trouvée par I'une des méthodes
précédentes, de sorte que

/f(x) dx=F(z)4 C

Si Pintégrale est définie, c'est-d-dire prise entre deux
limites : la limite inférieure x, et la limite supérieure X
(o et X étant deux valeurs particuliéres de z), on P'indique

ainsi :
X
JAGLE
Zo

et il s'agit de déterminer de telles intégrales.
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Si la fonction f(x) est continue, pour toutes les valeurs
de z, depuis £ = z, jusqu’d £ =X, on démontre que

/x/'(a;)dx=F(X)—F(zo);. D)
Zo

c’est-2-dire que l'intégrale définie s’obtient en substituant
successivement & z, dans l'intégrale F(z), les valeurs parti-
culieres X et x,, et en soustrayant les deux résultats.

Rappelons qu'au moyen de cette régle on démontre
facilement deux propriétés générales des intégrales définies :

4o Quand on renverse l'ordre des limites, l'intégrale
change de signe. ' :

20 Si Xy, Tyy Ly cevenrnns &, _1, X sont des valeurs de z
telles que f(x) reste continue quand z varie d'une de ces
valeurs 4 la suivante, on a :

X Xy -Tn.
S rarde= [ faras - [ o x4 [ 000
Zo Iy xy ]

Ly

Quant 4 la discontinuité de la fonction f(z), elle com-
prend trois cas :

Premier cas.

Si f(x) devient infinie 4 la limite inférieure, qu’on
ait f(x,) = o, l'intégrale définie se trouve par la formule

fxf(x)dx=liln‘/xf(x)dx, e (2)

Zo+¢

¢ représentant une quantité infiniment petite.

Deuxiéme cas.

Si f(z) devient infinie & la limite supérieure X, qu’on
ait f(X) = o0, l'intégrale s'obtient par la formule :

/xf(r)dx==li- /X—ef(x)dx.. .. (3)

n
To
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Troisiéme cas.

Si f(z) devient infinie pour une valeur de z, £ = z,, com-
prise entre z, et X, la formule suivante, dans la quelle €
et ¢’ sont des quantités infiniment petites, fournit I'intégrale
définie :

X Xy —¢€ X
f(x) dz = lim f(x)dx 4 f(x) dx.](&)
4-"{ l:.fo/‘ '.r,/-i-.e'
® dx

. 1 .
La fonction 4——1—_:0’ étant continue pour toutes les valeurs

de z, depuis £ =0 jusqu’d £ =, on emploiera la for-
mule (1), et comme

dzx
/|+ ;=arctangz + C,

on obtiendra :

" _ds : tang 0 — —
——— —arc lang © — arc tang 0 = — -
l/ |+x* K 8 2

Exeplplo | B

[] —
/‘ g dx.
J 1—z
0
Ona:

f —2™

e={ 442t} eee fa™

{—x

Donc la foncuon - est continue pour toutes les

1 —
valeurs de z, depuis £ = 0 jusqud x =1.
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Dailleurs,
‘/"ll:x:dx—/.(l 44+ +x“")dx

x i I ™
=T+§+g+“'+;+c-

Done I'emploi de la formule (1) donne :

Y — g 1 |
A I e

Exemple 152,
/‘ e~**dx. (a étant positif).

La fonction ¢~ * est continue pour toutes les valeurs de z,
depuis £ =0 jusqu'd £ =0, et

I/;_“d.l‘=—19 "+C.
a

La formule (1) donne donc

ol | i
/ e~ dr=—-¢"®— (—-——e") ===1
« a a

Exemple 1V,

/ xz"¢~**dx (a > O et n entier et > 0).

La fonction z"¢~“* est continue pour toutes les valeurs
de z, depuis £ =0, jusqud x =0 .
D’autre part, I'intégration par parties fournit :

» »
| n ,
R ('z = ——— " % + - anr-te=er d‘l.-
«w «
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1
Le terme — ;z"e"' étant nul pour x=0etz =00,
on a donc

@ L] .
/ 2 dy == / ate= dzx.
“,

]

0
En faisant successivement =1, 2, 3 .... dans cette
formule de réduction, et observant que pour =1,

f " g-o1 1 = %, d’aprés ’exemple précédent, on obtient :
[

" e gy 1:2:8m
x'e I=T'

Exemple V.
tvi dx
Vi—at

-1

Pour z ='—1, la fonction =00 . |l faut donc

1—2a
employer la formule (2); elle donne :

ivi  dx . /‘%Vi dx
—————==|im -
' \/1 — I . ‘/1 — !
1 1+

D’ailleurs,
d
f z - == are sin & 4 C.
Vi —at
Donc -
ivi  dx

==lim [arc sing)-\/g — aresin (e — I)],
‘/i_zi -
et, pour ¢ =20,

ivi da:- n_( n) 5r

\/l—.xr'——_“Z 2
-1

A D
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* dx
/ a'— ot

Exemple VI.

Pour z = a, la fonction it X Il faut donc faire

al —

emploi de la formule (3), ce qui conduit &

¢ dx i o=t dx
= {im .
,/ a—z f o« —xt
1] [] .

Or,

Par conséquent,

/. dz =-—'—Iim[log2a—‘—logg]
; a'—z' 2 € a
—L lim [Ioé (Q_a - 1)] ;
2a €
et, pour e =0,

’ ¢ dx _
/a’—?—”.

Exemple VIi.

dx .
/M;—“ (n entier et > 1).

Pour =0, valeur de & comprise entre celles des
. o1
limites, £ = — 1 et £ =+ 1, la fonction - =00 . Donc,
il faut avoir recours 4 la formule (4), ce qui fournit :

[
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et puisque
*dx 1 1

xh n — ’ 1.-—!

+ec,

il vient :

H d 1 y 1 1 1 1
/ F=‘n—1""[(—e)'-'_(-—n--'+(+n~-'“?~‘-"

H dg 1 1
;=——-:—;hm —'“_’+‘+1 et | ?
-1
et, poure=0et e’ =0:
Hdx 1 . }
L d

Si n est impair,

Hodx 1 1 1

et, pour e==0et e’ =0,

Donc quand n est pair, I'intégrale définie proposée est
infinie et quand n est impair, elle est indéterminée. '

Exercices.

i.f‘x"‘dw (m+41>0).

/a“dx=—1—-
m41

].
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- al —_— xl
92, / dx.
. a—=x
[']
/“ a® — x° i1a®
a—x 6
0

3/ at -|—m’
/"’" dx x
m*-}—ac'm= a

i /2 dx
Slﬂ:l‘
1 , .
Pour £ =0, —— =, et 1'emploi de la formule (2)
sinz
fera trouver : ‘
T
‘T dx

— 0 .

sinx

+t
L / a~™*dx. (m > 0).
CY .

(E 2 4
6./ xsinx dx.
-
+ T
f xsin xdx = 2x.

-

7.‘/"\/ 2ty
a—Xx
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Pour z=a, \/: + : =oco. Donc par I'emploi de la
formule (3)

S ViE=f+)

(@' et « étant les racines de I'équation z* — bz — a* et o’
la plus grande).

On a
/ d = 2 arc tang x_a—|—C,
Ve oz —o —
et, par suite,
dx
Vatiz—a

9. / °__dr
J Aty
On a trouvé (exemple IV, chapitre III, section II)
dx 1 x 2n -3 /
/;1 ¥y 2m—2 (1 F x’)“‘ on—2J 0+ o)

Pour 2 = 0 et pour £ =0, le premier lerme du second
membre est nul; donc

®  dx M—3 ® dx

A+ an— 2./ A+ '




o

- EXERCICES METRODIQUES l
En fiisant successivement 8 =— 2, & = 3, etc., dans cette

égalité, on trouve :

f. ‘t ' 3. 3.. \.l—o]
AT 246 3—13)
.

l&l_ﬂ

0. [ &
cos 'x

P 4

&
P = loi de la form
our r=g, = emploi ule (4)

conduit 3
t 24

Donc 1a valeur de I'intégrale proposée est indéterminée.

H./-r"‘cosbxd.r et fe"'sinba:dr.
‘° °

En opérant comme dans I'exemple 1V, chapitre III,
section I, on obtient :

/e’“cosbzdz— :'_,(bsmbx—aco;bz),

/e““ sin bxdz=—m(bcos bx 4 asin bx);

puis, facilement,

bl a
/ c‘“cosbrdz=m.

[}

® ) b
./. e“‘smbzdz=m-
[]

et
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Hdx
12. / )
xr
-1

=% pour x = 0, valeur de & comprise entre £ == — 1
et x=+41.

L’emploi de la formule (4) conduit 4

Hody . . €
/ — == lim (log ¢ — log ¢') = lim log — -
x €

-

€ . . .
Or le rapport p est arbitraire, donc la valeur de Pintégrale

proposée est indéterminée.

!l\dx j 1 x’u‘f'l(lx
13. / ot Z T m=1,2,5..).
Vi —at Y Vi—a*

On a obtenu (exemple III, chapitre 111, section II)

x"dx Ve —2 n—1 . x"tdx
— e a .
\/a"._x“ n n Vi — xt

D’ol

o™ dx i V4 i—x’+2m—l x™-tdg
S m S VT—a
et

x*=Hdr x| — ot + 2m ™ dx
Vics At mt) g

Le premier terme du second membre de chacune des
deux égalités précédentes étant nul pour £ =0etx =1,
ona:

foadr 2m — 1 1 gpm-idy

\/l—a:’— 2m < V1i—gt
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et
t gty 2m gty

J vice m+1) vi—s

En faisant successivement m =1, 2, 3 ... etc., on trouve :
! og¥dx 1.3.5...2m —1) =

Vi—o 2.4.6...2m) 2

[)

et
Vopmtdy 2.4.6...(2m)

J Vica 3.5.7..2m+1)

x x
14./’ sin*x dx et /’ sin™H g (lr,
[} 0

Si dans la formule (5) de I'’exemple VI,Achapitre III,
section II, on remplace successivement m par 2m et par
2m + 1, on trouve

sin®*-'x cos x 2m — 1
sin? x dx = — sin™x d
/ 2m + 2m / nprrax,

et

inim
sin*" r cos x 2m » .
ﬁln"‘“m dx = — -+ sin*™1x dx.

2m 1 2m -1,

Le premier terme du second membre de chacune des
deux formules qui précédent s’évanouissant pour les valeurs

k14
dex,x=0etx=§,ona:

z
?

n
2m — 1 T
/ sin"™xdr — 5 /’ sin™ 3z dx
2m

] Q

et
z

x
2m T
/’ sin™ 'y dx = /‘, sin™ ! r dx.
2m 41
0

0
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Faisant successivement m =1, 2, 3, etc., dans ces deux
derniéres égalités, on obtient :

x

f o 135.Gm—1)
/ =T 1 6...9m 2

[]
et

x
g 2.4.6..0m
/ Sy = e T em D)

Nota. — Nous n’avons rappelé des intégrales définies
que les tous premiers éléments : ceux nécessaires dans les
applications des quatre chapitres suivants,

Les théories données dans les cours exigeront d’autres
exemples développés; les éléves en trouveront de nom-
breux dans I'ouvrage de A. Meyer, Exposé élémentaire de
la théorie des intégrales définies.

Quant 4 des exercices présentés dans leur énoncé et leur
solution finale seulement, les Tables d’intégrales définies de
D. Bierens de Haan en contiennent plus de trois nrille.

CHAPITRE VIL.

QUADRATURE DES SURFACES PLANES.

Soit y = f(x) (*) 'équation d’une courbe plane rapportée
A des axes rectangulaires. L’aire A, comprise entre un arc

(*) Les fonctions dont il s’agit dans ce chapitre et dans les trois sui-
vants sont supposées continues dans les limites ol on les considére.

Quant aux courbes dont il est question dans ce Recueil, nous avons
supposé, comme dans les Exercices méthodiques de caleul différentiel,
«que le lecteur les connaissait ou pouvait les connaltre, par les traités
. de géométrie analytique.

7
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quelconque de cette courbe, I'axe des abscisses et les °
ordonnées des extrémités de I'arc, a pour expression

x
A=/yda:,......(l)
Xo

a°, x désignant les abscisses des extrémités de Parc.
Si les axes sont obliques et que 0 scit leur angle,

A=sin9/xydx.

Soit r = f(t) I'équation d’une courbe plane rapportée &
des coordonnées polaires. L’aire A, comprise entre un
arc quelconque de cette courbe et les rayons vecteurs
menés aux extrémités de I'arc, a pour expression

A ! ‘r’l | 2.
=§/ (t, e e+ e s . ()
to

to, t désignant les angles que font les rayons vecteurs avec
I'axe polaire.

Exemple.

! 2
1o Soit I'ellipse dont I'équation est %,+ %—:: 1 ou

L’emploi de la formule (1) donne
b x
A==;/ V a’fx’dx.
To
Or,

b
-/\/a’——a:’dx=a—2barcsinf-}-gizl/u’—-x‘—l-c.
a , p a a
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Si I'on prend Pintégrale de £,=0 3 £ =a, on obtient
pour le quart de I’ellipse

/ Ve —x dxatzg

Donc, pour lellipse entiére, wab.

2 L’équation de lellipse, en coordonnées polaires,
quand le centre est pris pour pdle et le grand axe pour
axe polaire, est

a'h®
a*sin? { - b* cos’ v

L’emploi de la formule (2) fournit :

1 t a’b? dt
B 5/ a*sin*t 4 b* cos’ ¢ ’

o

ou
. dt
A= ﬁ’ cos*t
2 b*
% =1 tang’t
Or
dt :

: ] L3 : t
-b— _cost = a_b. arc tang (a fong ) + C.
2 o* . 2 b
pr - tang* ¢

En prenant lintégrale de f,=0 4 t-=;-3, on obtient
pour le quart de I'aire
rab

—_—

comme précédemment.
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Exesrcices.

1. L’équation polaire du cercle est r = a.
La formule (2) donne rapidement :

T
] s (]
= % / dt = :Z— pour le quart de Paire.
0

2. Soit la parahole ordinaire dont I’équation est y* = 2pzx.
On trouve :

* 2
A= / V2pxdr=§xy.
0

4
Dot -3-a:y pour la portion de l'aire comprise entre le
sommet et la perpendiculaire 3 'axe mende A une dis-

tance £ quelconque de I'origine.

3. Spirale d’Archimede dont I'équation est r = at.
On obtient :

1 ¢ 1
A= §/ a'ttdt = Ea’l‘.

0

4. Hyperbole rapportée & ses asymptotes.
L’équation de la courbe est zy=1k* et, O désignant

'angle des asymptotes,

. z  dx . x
A=su|9/ k* — = K*sin 8 log —-
x T,

To

Si I'hyperbole est équilatére, sin § = 4. Et si I'on sup-
pose en outre k=1 et z,=1,
A = log x.

Cest pourquoi les logarithmes népériens sont aussi
appelés logarithmes hyperboliques.

"ol et
S

sens
.
cace

ey
.
-
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8. Spirale logarithmique dont l'équation est r — ae™,
a désignant une ligne et m un nombre.

On obtient :
[l . r'l — .l!'
A.—_--/ ale™dt — d .
2 m

b

6. Lemniscate. ¢
Lléquation de la courbe est r* = a® cos 2¢, et I'on trouve :

1 % a’
A=§/ a"cos‘)ldt=:-
o

L’aire totale des deux branches est donc a®.

7. Hyperbole dont I'’équation est % — %—, =1
ou y= Q\/ x*—at
- a
b X o
A=—/ V2t — a'dx.
a
a
Or,
2 Vrt—at
/V x'—a’d:r=g\/ x’-—-a’—% logw-{-&
. a
D’ou,
g
LI - o LI il
2a 2 a
et puisque

b
~Vat—a=y et z’—a’=g;-{.
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8. Rosace 4 quatre branches.
L’équation de la courbe est r =asin 2t, et I'on obtient
pour l'aire de la branche comprise dans ’angle YOX :

" T
A-=—/ a?sin*2¢ dt.
20
[

Or (exercice 3, chapitre III, section II),

1
/sin’2l dl = — 3 (sin 2t cos 2t — 2t) 4- C.

D’olx

. a
Les quatre branches ont donc pour aire totale 5" La

moitié du cercle de rayon a qui contient la courbe.

9. Cissoide de Dioclés.

La courbe (le diamétre du cercle générateur fixe étant 2a)
a pour équation
(2a —x)y* =12?,

ou
3

ad z?

Vg —zx V'2zx—a*

y =
Donc :
A /"' aidx
5 V2ax — x*
Mais (voir exercice 16, chapitre III, section II),

2
/..__xdx—.-g _‘/ ‘Zax_x'(f +-52)
V2ar — 2 2/
[ ]

x
— i -4C.
-+ g tresin vers a+
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Dol
3xa?

L’aire comprise entre les deux branches de la courbe et
leur asymptote est donc 3wa’, ou trois fois I'aire du cercle
générateur fixe.

10. Cycloide.

L’équation différentielle de la courbe est dz =
et 'on trouve, formule (1) :

ydy
V %y — y"

A /v?« !/,d,'/
¢y Vewy—y

Cette intégrale, en y, étant la méme que celle en z de
’exercice précédent, donne
A == 5La’ 1)

2

trois fois I'aire du cercle générateur pour l'aire entiére.

" 11, Chainette.

ady
L’équation différentielle de la courbe est dx =——— -
1 Ve—a
D’ou
A=a T_yly =aVy'—a'.
v Vy —d

19. Conchoide de Nicoméde dont P'équation est
a
= — . 1)
4 cos ¢ + b (fig- 1)

q ‘{ a 2
"=§./ (cm“’) d. .
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D’otr

a? x t b
A—glangt—}-ab log tang (; + §) +§.¢,

,/\"

Fig. 1.

\ &

3
D’autre part, I'aire du triangle OAB = ud tang {.

Donc I'aire totale comprise entre la courbe et son asymp-
tote est

2ab log tang (’Zr + %) + b*.

43. Soit la straniera dont Péquation est xy* = 4a*(2a — x)
(Maria Agnesi).

%a 2 —x ¥ 9q—zx
A=2¢/ o dx = 2a —— dx.
0

- V' %ax — x*

Or

.

2a —=x x
W [ ————dx=2a (a arc sin vers — -V 2ax — z’) C.
Voax — 1* a +

Dot A = 2xa®.

L’aire totale comprise entre la courbe et son asymptote
est donc 4na’.
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14. Limacon de Pascal (ﬁg. 2).
Cherchons l'aire comprise dans la courbe OM'GM",

courbe dont I’équation est r = acost -+ b.

Fig. 2.

Pour obtenir la partie supérieure de cette aire, il suffira
d’intégrer entre { = 0 et la valeur de ¢ qui rend r nul. Cette
valeur de ¢, fournie par I’équation, est arc cos (— ;); dési-
gnons-la par « et 'on aura :

1 -4
A=§/ (a cos t 4 b)* dt,

[

ou
2
A=%sinacosa+absina-|—§(a’+26’).
Or,
b . a* — b?
cosz=—~— et S8INa=—-——-
a a

Substituant, il vient :

A-——gb\/-a_—’—b’+%a(a’-|—26’).
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L’aire entiére est donc

| ——
3 [(a’ +26% a4 36V a* — b’]-
Pour obtenir I'aire comprise dans la courbe ONN’”’ dont

I'équation est r =a cos t — b, il suffit de changer b en — b
et a en © — a dans le résultat précédent, ce qui donne :

%[(a’-]—?b’) (x —a) —.m/m].

48. Folium de Descartes (fig. 3).
L’équation de la courbe est y* — 3azy + 2° =0 et, celle
de son asymptote, y -z} a=0.

b4

Fig. 3.

Si I'on pose y = 0z, 'équation de la courbe devient

et, celle de 'asymptote, £ = — LA

116

Lo

iFe
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Cela posé, supposons que la courbe soit rapportée A des
coordonnées polaires telles qu’on ait :

=1tangt=29, dod dl=cos*tds;

. et '
. . x?

rr=x4y, dou r"=

cos*t

L'expression générale de l'aire sera

2./ ’d‘=‘./ s _’/ (19—:-,6;’)’ 3 ‘/('Tii)'

h—? 1+o’+ ’ '
et en intégrant entre 9 =tango =20 et 0=tangg==oo,

3 1]
on obtient -21 pour l'aire de la boucle.

Pour trouver I'aire comprise entre la branche infinie OC,
son asymptote et deux rayons vecteurs, remarquons que
M'N'N”"M” est égal au triangle ON'N” moins I’élément
OM'M" de I'aire du folium.

a
L’équation de I'asymptote étant £ = — s Pexpres-
" sion générale de I'aire du triangle ON'N" est
a’ a 1
dy = —_
(1 + o 2 149

De l'aire du triangle retranchant celle de la courbe, on

obtient pour I’aire M'N'N"M”

a‘( 3 . 1‘) at 2—9
2\1 46 140 2 1—sf0

En intégrant entre § = tang ?%t =—1et=tangn=0,

a
on trouve 72—-
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On obtiendrait le méme résultat pour l'aire comprise
entre la branche infinie OD et son asymptote.
\J

Et comme l'aire du triangle AOB est aussi ‘-;—, I'aire

totale comprise entre les branches infinies de la courbe et

2

3
leur asymptote est ?a; méme aire que celle de la boucle.

Nota. — Si I'on edt transformé I'équation du folium et
celle de son asymptote en posant £ =rcostety =rsint,

on aurait pu se servir de la formule A = % r*dt pour

trouver les mémes résultats; mais le calcul eut été plus
long.

, Art—
16. Epicycloide dont I'équation est p'-=(—;_—a‘:? (fig. 4).
x

Fig. 4.

’équation étant donnée en fonction du rayon vecteur r et
de la perpendiculaire p menéedu pdle sur la tangente, trans-

formons d’abord I'expression générale de Iaire, % / rde.
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On saitl que p =

\/r’+ (dt)

stituant, il vient :

/ s e / prdr
2 Vg

A 1 pr prdr
"’—P

D’ou,
3)

Or I’équation fournit
cVr*—a? et o N \/c‘_—-7
NV P o

Substituant dans la formule (3), puis intégrant de r,=a
i r=¢, on trouve : -

c o™

Cest la moitié de I'aire OAMB. L’aire entiére est donc
cle*—aY)

™ w, et en remplacant ¢ par a -} 2b, on obtient :

g(a’ + 3ab + 2% .

Si de cette aire on retranche celle du secteur OANB ou
wab, on obtient pour Paire comprise entre 1'épicycloide et
le cercle fixe : ‘

"7"' (3a + 2b).

Si b= a, le cercle fixe et le cercle générateur égaux, la
courbe devient la cardioide, dont I'aire, d’aprés ce qui pré-
céde, est 6xa’.

——————_ Tirant de 1 dt et sub-
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17. Hypocycloide (fig. 8).
L’équation de la courbe est la méme que celle de I’épi-
cycloide, mais ¢, au lieu d’y représenter a 4 2b, y repré-
sente a — 2b.

Fig. 8.

A cause de cette valeur de ¢ < a, I'aire entiére sera

c(a®—c")
4a

. T

ou, en remplacant ¢ par a — 2b,

b

;(a"— 3ab + 2b%) =.

Dot Paire comprise entre la courbe et le cercle fixe
sera : :

nb?
(30 — 2b).

Sibe= %, ’expression f—l(a' — 3ab 4 2b* donne :

-

9 .
— mal.

32
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C’est I'aire de I’hypocycloide dont I'équation est

at — r? 2 2

2
e p— ou z*4-4f=a® (fig. 6).

Fig. 6.

CHAPITRE VIIIL.

RECTIFICATION DES COURBES.

Soit f(x, y) = 0 I'équation d’une courbe plane rapportée
A des axes rectangulaires. s représentant un arc de cette
courbe, le calcul différentiel donne

ds =\V'dx* + dy*.

D’od la formule de rectification :

agfz\/1+(%)’dx, ()

x, et x désignant les abscisses des extrémités de I'arc.
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Soit f(r, {) == 0 I'équation d’une courbe plane, rapportée
A des coordonnées polaires ; le calcul différentiel fournit :

ds =\ dr*  rdp.

D’oux la formule :
§ / dr\* >
— -2 —
8 / rt 4 (’”) a, . . . . (9
to

t, et t étant les angles que forment les rayons vceteurs menés
aux extrémités de I'arc, avec I'axe polaire.

Soient f(z, y,2) =0 et F(z, y, 2) =0 les équations
simultanées d’une courbe gauche rapportée 4 des axes rec-
tilignes orthogonaux, le calcul différentiel donne :

ds =V dx* 4 dy* + dz*

D’otx la formule :

s_/\/H- ) ()dz, .. 3

3, etz étant les ordonnées des extrémités de I'arc.

Exemple 1.

Soit le cercle dont ’équation est x* 4 y* = R*.
La dérivation de ’équation donne

dy @ x
do .'7= R®* — z*

Done, formule (1),

“"/\/T Rf\/—
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. ' dx : .z
/—— = are sin — - C.
VR — x? R

L’intégrale prise de £,— 0 & £ = R donne pour le quart
de la circonférence :

Or,

S-—R/ﬂ' “dx =R
- 5 VR —x* 2

Exemple 11.

Soit la spirale logarithmique dont I'équation est r = ae™.
La dérivation fournit :

dr
— = mue*’;
dt

et la formule (2),

‘ S
$= / V@™ + miae™ dt =a V1 + 1)1J e de
s ' 1o
Vi4md V4t
—_ a + n (ent —_ enlo) —_— j‘- m ()' J— ro).
m ) ‘

On a trouvé : Ezxercices méthodiques de calcul différentiel,
chapitre XI, exemple II,

T =;;\/l——|-_m—’.
Dol : '
T.,=-;-:l/m,
et
T —Tomﬂ(r—rn).

m

Donc Parc s est égal A la différence des tangentes menées
par ses exirémités.

8



14 EXERCICES METHODIQUES i

Exemple 11I. . L

Soit I’hélice cylindrique dont les équations sont :

. 2 z
.x=rsin— el y=rcos—:- ‘
ar ar
En dérivant les équations, on trouve : |
dx 1 z dy 1, z !

— == -0sS— (I —e=——8in—,
dz «a ar dz a ar

et, par 'emploi de la formule (3),

s-=-/ \/1 +—cos’ —sm’a—dz
=\ / "i'_i/ lz=\/l +a (z2 — =)

Or, a représente la tangente trigonométrique de I'angle
constant v que forme la courbe avec les génératrices du
cylindre (Exercices méthodiques de calcul différentiel, cha-
pitre XVI1, exemple).

Donc
Z—2
s=—21.
sinv
Eccnluc.

1. Cercle dont I’équation polaire est r == a.
On trouve :

s=u / Pt = %f pour le quart de la circonférence.

o

2. Chainette dont I’équation est y=-( +-e ')-



e
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On obtient : :

. \

= { /= _=\? ] _* |
[V T =
0 .

Dans le chapitre précédent, on a trouvé pour laire :

A=aVy*'—a’
Donc, en fonction de l'arc,

A =as.

3. Cycloide dont Iéquation différentielle est

ydy
V'2ay — y*

=V'dz* + dy*, on peut tlrer aussi pour expres-

sion de ’are :
s-==/ \/1—]— )dy N

L’emploi de cette formule (1°) donne. pour la moitié du
premier arc de la cycloide :

% y: . % dy
s=-/ 14 ’dy=‘/ 2a —_— = a.
P 2ay — y . V2a—y

4. Hélice conique dont les équations sont

dx =

t]
= g =g (b — ),

dx\* (ly)' A .
('d_z) -+ (;l—z = cotg* v.

On trouve par la formule (3) :

s==/ V1+cotgvdz= — &,

sinv

et
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8. Parabole semi-cubique dont I'équation est ay* = 2°.
On obtient pour I'arc compté A partir du sommet :

. 9z (4a—|—9:rf—(6a);
3=/ g = Ve

6. Parabole ordinaire dont I'équation est y* = 2px.
En faisant usage de la formule (1') donnée dans I'exer-
cice (3), on trouve pour I'arc commencant au sommet :

\/'—
8=/ V i—l— dyﬂ—y‘/p +y +plosy+

1. Spirale d’Archiméde dont I'’équation est r = at.
On obtient pour I'arc compté & partir du péle :

§ = tf/.l\/ 1 +l’dl==%'\/ ! —{—t’—l-glog(l—}-\/i + &).

xl y!
8. Ellipse dont I’équation est po + i 1.

, dy bz
La dérivation de P'équation donne — = — —.
dx aly
D’ou
(dy) b‘ bz
dx o'y a‘(a’ — )

Done, pour le quart du périmétre de Pellipse,

. / \/ G '(ab‘a:'

Or,

Vit )
SV e
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= e’,

ou, en faisant

a!
\/1s 7 \/_—ex
14+———— dx= ————dx.
-/ + az(az_xt) / a® — x* x
D’autre part, si I'on pose £ =asin ¢, ce qui peut se
faire, puisque x est toujours moindre que @, on trouve :

a* — e'x* -
—_—r=a — € Ssin .
oyl V1 —é'sin*p dp

D'ou, en développant‘\/ 1 —e*sin ¢ par la formule du
binéme et substituant aux limites o et @ de z, les limites

correspondantes 0 et g de ¢,

T - . ‘ .
s.__a/n/a—_?md?ﬂ[/sd?_ée,/,sin,?d?
0 s 6
1.1 N 1.1.53 T .
—é_,.—q."‘l/2Sin‘?d?-2:4;/2“0‘?"?_'"]'
° . ‘

T T
Les intégrales / ? sin®p dop, f sin‘o dp, etc., s'ob-

0 [
tiennent immédiatement par P'un des résultats du dernier
exercice, chapitre VI, et I'on obtient :

na 1\ 4/1.5 \* 1/1.3.5 \°
s=—|1—[-¢e] —= )] —<|——¢€) —--- [;
2 2 5\2.4 35\2.4.6

4s pour l'ellipse entiére.

9. Epicycloide dont 'équation est

22 2
R U S Y

¢! — gt
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Cette équation étant donnée en fonction de p et de r, il
s'agit d’abord de transformer I'expression

ds =\/dr* 4 r'dr’,
Or,

r‘l

Ver(a)

Tirant de 14 d® et substituant, on’ obtient :

p=

ds T

r‘l__ pt

D’ou la formule :

") d
3—_—_:/'_’._1‘_. e e . e (4,)
Vot p'l .
To

Or, de Péquation de la courbe, on tire

— (4

Vr’—-p’=a

d’olr, pour la moitié de l'arc,

Vi — a? ¢ rdr c—a®  4h
s— / - =2 (a+0).
LI Ve —rt a

L’arc entier est donc 8T:Z(a —+ b).

Si b == a, (cardioide), on obtient 16a.

10. Hypocycloide dont I'équation est

_ert—a)

c!

? — (c=a—2b).
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Un calcul semblable a celui de 'exercice précédent donne

Dty

pour I'arc entier de la courbe.

Sib= ;, on obtient %_a « Cest le quart de 'hypocycloide

dont I'équation est x5 + y% - ai.

11. Loxodrome dont les équations sont :
zl + yi + z’ — ul
et
‘/m (0. are lln;-z _I__ @~ moretang g) = 2q.

L’emploi des formules de transformation connues :

x=rsintcosg,

y=rsinlsing,

zZ==rcosl,
fournit peur les équations de la courbe rapportée a des
coordonnées polaires :

re=a. . . . . . . . (

et
sint(e?J-e"?)=2 . . . . . (B

et pour l'expression différentielle de 'arc

ds = \Vdz* - dy* -F 43,

ds =\V/dr*+ rdt* 4 r*sin*t.d¢*.

En remplacant dans cette expression r par a, en vertu
de I'équation («) et observant que dr = 0, on trouve pour
le loxodrome :

ds ==\/a"d(® }- asin’t.dg’.
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D'ou
t N (I?)’
- 2 —
a/ i+sml(d' de

de 1
) i ut R .
L’équation (8) donne T memt
Donc

sa./‘\/;—-:,:——’dl==a—n;———l——!-t.

Pour { = =, 'aire est

ara

nt4-1.

12. Hyperbole dont ’équation est — —==1.

Si I'on suit la méme: marche de calcul que pour l'ellipse
(exercice 8), on trouve pour la moitié de 'une des branches
de la courbe :

z / [
8=/ 1+md1‘,

a’—l—b‘ .

et, en posant dans le cours du calcul,

/V a(xb’-—a dxg/.\/x—a

Faisant & = c—o§<—p’ ce qui esl permis, puisque x est tou-

’

jours plus grand que a, on trouve :

/‘/x—adx—ac/‘/ cos?
cosy

PR R 7y —
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. cos* ¢ :
et, aprés avoir développé 1— o par la formule du

cos’y dx

ae/ f — CRPYRETN

e CO5" 2
*dy 11 1.11 :
— ae — = [ ds ——— [ cos®>d
ae [/cos‘? 2 e’/” et po

bhinéme :

1.4.5 1
+2.4'6.?/c0>‘?d?.._.]

Si I'on prend lintégrale & partir de qf=-0 qui corres-
pond 3 £ =a, on a donc :

? \/ cos’y dyp ap
8= ae 1 = ae tang 9 — —
/ + e* cos’s L e

[

a[141 4451 pF
_ofidd pdy 4 0 Godp 4. .
e[e./.e/ coss ’"+2.4.6e‘,/ cos'ydlp +- ]

2
[} o

) 9 ?
Quant aux intégrales / cos? z dz, / cosx dz, etc.,
['] [']

on les détermine aisément, en faisant successivement
m=1, 2, 3, etc., dans la formule de réduction :

? singcos™ !¢  2m—1 F
/ cos* g dy = am + Y- cos™ %y dp,
[

[

résultat que 'on tire de la formule (6), exemple VI, cha-
pitre III, section II, quand on y remplace x par ¢, n par
9m, et que 'on intégre 3 partir de 0.
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Nota important. — La rectification de la développée
d’une courbe connue est une question de calcul différen-
tiel. Car celui-ci fournit le rayon de courbure de la courbe,
et 'on sait que I'arc compris entre deux points de la déve-
loppée est égal A la différence des rayons de courbure qui
correspondent dans la courbe A ces deux points. Ainsi (fig. 7),

y

B
T
AN

h

° A x
Fig. 7.

les rayons de courbure de I’ellipse, aux deux sommets A et B
2 2

sont 2 et 3
Donc la longueur du quart de la développée est
a b -1
b« ab

Ainsi encore, les rayons de courbure de la cycloide

¥

0 A B x
Fig. 8.

aux extrémités O et B (fig. 8) de la premiére moitié de
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Parc sont O et 4a. Donc la longueur de la moitié de la
développée est 4a. Ce qui devait étre, puisque I'on sait que
1a développée de la cycloide est une autre cycloide, iden-
tique A la premiére.

CHAPITRE IX.

CUBATURE.

Secrion I. — Cubature des corps de révolution.

Soit y = f(x) I'équation d’une courbe plane rapportée a
des axes rectangulaires.

Le volume V du corps engendré par la révolution, autour
de l'axe des x, d’'un segment compris entre un arc quel-
conque de la courbe, I'axe des abscisses et les ordonnées
des extrémités de I’arc, a pour expression :

X
V= w/ ydz,

Xo

x, et z étant les abscisses des extrémités de I'arc.

Excmple.

Soit I'ellipse dont I'équation est
o2 y: ) b
-d;+l;;='1, ou y‘=;,(a‘—x’).
Si I'on prend pour segment générateuf le quart de la
surface de I'ellipse, 'emploi de la forinule donne pour la
moitié du volume de l'ellipsoide de révolution :

b e
V==ra—,/ (a* — =) dux.
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Tet

Or,
xS
/(a’-—x’)d.r=a‘.t-—7 +C.
« 5]
D’ou
“ 2
/(u’—x’)dx=§a‘
[/]
b 2 2
V—x-,-,-:a‘=—tab’.
at > 3

. . 4
Le volume entier de Iellipsoide est donc 3 wab*.

4
Sib=a, on trouvc.-éna’ pour le volume de la sphére.

Exercices.

1. Soit la droite dont Péquation est y = ax.

Le segment générateur, dont le c4té supérieur est une
portion quelconque de la droite, devient un trapéze dont
la révolution autour de I’axe des x engendre un tronc de
cone.

x 1
V= z-a"/ xtdr == — xu*(x® — x})
3
Jo
ou bien

l N 1 .
V=g v (2’2, 2l) (e —x) = 7 (y* + yYo + y3)- S @ —%o),
volume du tronc de céne.

1
Pour z,=0, y,=0, V=mny* X :—3:1:, volume du céne.

2. Soit la parabole dont I'équation est y* = 2pz.
On a :

* 1
V= :r.?p/ xdx = u’.p=§ry’.x,
o

pour le volume du paraboloide de révolution compris
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entre le sommet et le plan paralleéle 4 celui des YZ et
distant de Torigine de x.
P ys
3. Soit I’'hyperbole dont I’équation est o F =1.
On obtient pour le volume de I’hyperboloide de révolu-
tion compris entre le sommet et le plan perpendiculaire a
I'axe des z et 4 la distance x de V'origine:

9

b* iy 2 2 b,’(w’ 1) = 2
V==7r(—l-,~'/' (:r —a)d.l'=ﬂ'(-l-, —5———01: -|—gz'ab.

4
Pour z = 2a, le volume est éﬂab’, ou le méme que celui

de Pellipsoide engendré par la moitié de la surface d’une
ellipse qui aurait pour axes les axes de I’hyperbole.

4. Corps engendré par la révolution d’'un segment circu-
laire autour du diamétre du cercle paralléle A la corde du
segment.

Soit pris le centre O pour origine, et, pour axe des z, le

J
. /" A "
F/ -C
D'\ o] ¢ P D x
]
Fig. 9.

diamétre DD’ paralléle & la corde CC' du segment (fig. 9).
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Par les points A et M de I'arc du segment, menons les
ordonnées AQ et MP qui rencontrent CC' aux points B et N,
puis posons :

DD’ =39R, CC'==2, MP==y, NP=Y,
0Q=2x, et OP=2x.

Le volume engendré par AMPQ) est
T / ‘ y* dx.
o
Le volume engendré par BNPQ est

x
x == / Yt dx.
Zo

Donc le volume engendré par AMNB, différence des pré-
cédents, est
v -=r/x(y’—Y’)d:c.
To

Or y* =R'—a* et Y*= R*—a?, donc
X
V= z'/ (a* — x*) dx.
To
L’intégration effectuée, de £,=0 & x =a, donne pour

2
la moitié du volume cherché gua‘; donc le volume entier

4
est §1ca“. Cest le volume de la sphére de rayon a.

Pour a ==R, on trouveénR‘, volume de la sphére de

3
rayon R.

Le volume engendré par la révolution du trapéze curvi-
ligne DCC'D’ est, par suite,

4 3 3
gﬂ'(R — ).
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8. Volume du tore ou de I'anneau engendré par la révo-
lution d’un cercle autour d’une droite située dans son plan.

y
A
N
c
o . P x
1)
Fig. 10.

Soit pris pour axe des x la droite autour de laquelle la
révolution s’accomplit, et, pour axe des y, une perpendi-
culaire & cette droite (fig. 10).

L’équation du cercle sera :

(¢ —of +(y — B = R,

Si 'on emploie la méme notation et la méme marche de
calcul que dans I’exercice qui précéde, on trouve :

MP=y—§+ VR —(@—a),
NP=Y=§— )Rz —a,
et, pour le volume engendré par AMNB,

V-=4z'ﬁ/zv R —(x — o) dzx.

Mais on trouverait pour expression de I'aire AMNB :

e/’vmdx.

D’ol1 le volume du tore est égal A 'aire du cercle généra-
teur multipliée par 2=3 ou la circonférence décrite par le
centre. C’est le résultat donné par la statique élémentaire.
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6. Volume engendré par la révolution de la conchoide
autour de son asymptote.

J

L M

x

=
9
~

La courbe rapportée a son axe, pris comme axe des g, et
4 son asymptote, prise comme axe des z (fig. 11), a pour

équation :
=@+ V=4

D’ou, par dnﬂ'érentlatlon

ul? --’--ya
YV

Substituant cette expression de dx dans la formule et
remarquant qu’aux limites £, =0 et £ = o0 correspondent

celles y,=b et y = 0, on trouve pour la moitié du volume
cherché :

dr = — ———~—

0 2 b 2 3
Ve — g ib_—*-_'/_d ab +J d/
bl_y! ‘/
h? b
)

Le volume entier est done nb’( aw 4 %2) .
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1. Volume formé par la révolution de la cycloide autour
de I'axe des x. '

L’équation différentielle de la courbe est
ydy
V' 2ay — 4
La substitution de cette expression de dz dans la for-
mule, fournit pour la moitié du volime cherché :

dxr =

ves [T YW
V'%y — o
Or (exercice 16, chapitre IlI, section 1I),
y'dy 5 ( bay 8.3, a)
==V =y (T + 2+
Vaay — o
5.3 d®

+ 5'; are sin vers‘% —+C.

D’ou
Bxia®

Volume entier : 5n%?®,

8. Volume engendré par la révolution de la straniera
autour de son asymptote.

La courbe rapportée 4 son axe et & son asymptote, prise
comme axe des x, a pour équation :

xy =2a\/ 2ay — y*.

Dol \
2a
dx =_———— dy.
yV %ay — o

Par suhstltutlon dans la formule, on trouve pour la moi-
tié du volume cherché :

0 2a
Vee— Qxa’/ -—'ld'/—— 2xa? ydy =27'a®

Voay—y* V 2y —y*
9
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9. Volume engendré par la révolution de la cissoide
autour de son asymptote.

L’équation de la courbe, quand on prend son axe pour
axe des y et son asymptote pour axe des z, est

2’y = (2a — y)*

On tire de cette équation :

d;c=_.(“+y)l Qay'—y,dy’
yl

et, par substitution dans la formule, on trouve pour la
moitié du volume cherché :

2
V=z‘/ (a 4+ y)V 2y — y*dy = %"
L

Secrion II. — Cubature des corps de forme quelconque.

Quand la surface du corps est rapportée 3 des coor-
données rectilignes orthogonales, si 'on peut obtenir, sans
intégration et en fonction de z, I'aire u de la section faite
dans le corps par un plan perdendiculaire 4 I'axe des & &
une distance x de P'origine, I'expression du volume V est

V=/xudx......(1)

Si ’on ne peut obtenir I'aire u sans intégration, il faudra
d’abord chercher cette aire par la formule

u=-/yzdy, R O]
Yo

% étant donné par I'équation de la surface et I'intégration
effectuée en considérant £ comme constant.
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Plus généralement, on a :

V=/] ;deydz,

ou, en intégrant d’abord par rapport A z, & partir de =0,

V= /zd:rdy.. e e e (3)

D’ol1 I'on tire facilement la formule (1).

Nota. — 11 est aisé de voir par quelles formules il fau-
drait remplacer les formules (1) ¢t (2), si 'on cherchait
d’abord I'aire de la section faite dans le corps par un plan
perpendiculaire, soit & 'axe des y, soit & I'axe des 2, aux
distances y et z de I'origine.

Exemple 1.

Soit 2 chercher le volume de Pellipsoide dont I'équation
est

x!

yt z?
atEpTa="

La section faite dans le corps, par un plan perpendicu-
laire & 'axe des z et 4 la distance £ de lorigine, est une
ellipse dont I'équation est

y! z! m’
e T &
ou
y z!
2 + : § =

Or I’aire de Pellipse est égale & = multiplié par le pro-
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duit des demi-axes, donc I'ellipse de section a pour aire
2

u = wbe (1 — f—,), et 'emploi de la formule (1) donne :
a

x 2
Ve ;rl:c/ (1 —a—v-;) dzx.
«

Zo
L’intégration, effectuée entre les limites £,= 0 et £ = a,

2
fournit §wabc pour la moitié du volume. Le volume de

4
~ Pellipsoide est donc 3 wabe.

Exemple 1I.

Soit & calculer le volume du corps compris entre.le plan
des xy; le paraboloide hyperbolique dont I’équation est
z=axy; deux plans perpendiculaires 4 I'axe des x, aux
distances &, et X de I'origine; et deux plans perpendiculaires
A I'axe des y, aux distances y, et Y de l'origine.

Cherchons d’abord I'aire u de la section faite dans le corps
par un plan perpendiculaire 4 I’axe des z et & la distance x
de ’origine.

L’équation du paraboloide étant z = axy, on aura par la

formule (2) :
Y
u=ax / ydy.
Yo

1
u=gar (Y —yd);

ct, en substituant dans la formule (1),

1 X
= é a (\" -_ yg{/ xdx.
Xo :
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L'intégration effectuée, on trouve :

|
V= n a (Ys— y3) (X, — ).

Ce résultat peut s’écrire :

V=(X —x)(Y — 1) - aX¥ - aXy, t aYdto + axoyo

ou, en représentant, en vertu de ’équation du paraboloide,
aXY par Z, aXy, par Z',

aYx, par Z” et axgy, par 2",

Z24-72'+2"4 7"
V=X—x) (Y—y)- + +.,“ + .

Le volume est donc égal 4 la base (X — &) (Y — ¢,) du
corps multipliée par la moyenne arithmétique des distances
de ses quatre sommets supérieurs au plan des xy.

Exemple &1,

Cherchons le volume de la portion de cylindre droit dont
la base est le cercle (x — a* 4 (y — B)* = R* et qui est
comprise entre le plan zy et le paraboloide elliptique
z=az® 4 by’

On obtiendra d’abord pour 'aire d’une section faite dans
le solide par un plan perpendiculaire & 'axe des x, 4 une
distance z de I'origine :

u=/y(ax‘+by’)dy,
Yo

puisen intégrant entre les limites y, = B—VR —(x—aof
ety=3-4V R*—(x —a)* fournies par Péquation du

cercle :

u=2ax*V/ R’—\x—a)’-]—g-: [5ﬁ’—|— R'—(z— o) ]V R*—(x — )"
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Dol

V=‘2a/xa;’\/ R'—(z—a) dx
To

b x -
+%/ (36 + R*— (z — af'] VR* — (z — a)* dx,

les limites étant z,—=a— R etz =a 4 R.

Pour effectuer les intégrations, posons d’abord £ — o =1,
ce qui donne dx=dt et, pour limites, x,—=—R et
2= -4-R. On aura :

+R
V=°.’a/ (t+ VR —Fdt

-R

) R S
+Q—3b/+ (38' 4+ R*— )V R*— i dt.
—R

Cette nouvelle expression de V renferme les trois inté-
grales :

R +R R,
/ t*\/R’—l'dt,/ tVR—¢ dt et/+ VR —¢d.

e

—R —R —R

Pour les déterminer, on multipliera et on divisera chacune
d’elles, sous le signe, par V'R* — &, puis on appliquera la
formule de réduction

n—1 . /+Rortde

/'+R tde R
.--R \/Ri_ti n R ‘/R!___ta

formule que I'on obtient en remplacant z par { et a par R

dans le résultat trouvé exemple III, chapitre III, section IL.
Le calcul donne pour valeurs respectives des trois inté-

grales :

nR* =R*

8 , 0 et 7;
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et, par suite,

T YR IR |

Cest le volume d’un cylindre de méme base que celui de
I'énoncé et qui aurait pour hauteur Iordonnée du para-
boloide correspondante a

Exercices.

1. Volume du paraboloide elliptique dont 1’équation
y
2

L’aire de la section faite dans le paraboloide, par un plan
perpendiculaire 4 son axe et & une distance £ du sommet,
se trouve sans intégration. Elle est

2
est - —I—;—qzw.

u=2zVpqux,

et 'on obtient pour la portion du paraboloide comprise
entre le sommet et le plan sécant :

V==Vpgx

2. Volume de I'hyperboloide & une nappe dont ’équation

est

2 2

Yy z

x‘l
atE—a="
On trouve, sans intégration, que Paire de la section faite

dans lhyperboloide par un plan perpendiculaire a I'axe
des z et A la distance 2 du centre, est

)
U= nab(-i -]-Z-'),
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et en substituant cette expression de u dans la formule

appropriée
zZ
V= / udz,

on obtient pour la portion de I'hyperboloide comprlse
entre le plan des xy et le plan sécant :

V==nab(z—|—%)-

3. Volume de I'une des nappes de I'hyperboloide dont
I'équation est

Sans intégration, on trouve que I'aire de la section faite
dans I'hyperboloide par un plan perpendiculaire & I'axe
des z et & une distance z de l'origine, plus grande que ¢,

est : .
z

n = nab (—-—— 1)
ct

et 'on obtient pour la portion de nappe comprise entre le
sommet de celle-ci et le plan sécant :

_nab/ (——|)==1rab( gl c)

. 4
Pour z = 2¢, le volume serait 3 zabc ou le volume d’un

ellipsoide qui aurait, pour axes, les axes de I’hyperboloide.

4. Volume commun 4 deux cylindres circulaires droits,
de rayons égaux, et dont les axes se coupent a angles droits.

Soient- £* 4 y* =a* et a® 4 2*=4a les équations des
cylindres.

Si Pon prend pour origine de coordonnées rectilignes
orthogonales le point de rencontre des axes et ceux-ci pour
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axes des y et des z (fig. 12), la projection du volume sera le
carré ABCD et la section faite dans le corps par un plan

b4
L Al LB
— < £
T —A
- Y
4
- YZ c -
) c
Fig. 12.

perpendiculaire 4 P'axe des z, et A la distance z de I'origine,
sera, en grandeur et en projection, le carré abcd.

L’aire de abed est 4yz ou 4 (a* — 2°), en vertu des équa-
tions des cylindres.

Donc, pour la moitié du volume cherché, on aura

a 3
V=14 (a’—x’)dx=§5i,
o

5

16a
et, pour volume total, 5"

5. Volume du corps compris entre le rectangle OADB
(fig. 13), les triangles rectangles OAC et OBC dont les plans
sont perpendiculaires & celui du rectangle, et la quatriéme
face ACBD formée d’une suite continue de lignes droites
telles que MN menées de AC 4 BD, parallélement & BC.

Prenons O comme origine et 0A, OB et OC comme axes
des z, des y et des 2.

Menons MP, perpendiculaire sur OA et tirons NP.

Le triangle MNP sera une section faite dans le corps
perpendiculairement A I'axe des x.




I
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Posons OA=a, OB=0, OC=¢, OP =2z et MP =23,

Fig. 13.

bz

L’aire 4 du triangle MNP est g ot les triangles sem-

blables ACO et AMP fournissant z = f—l(a — ),

be
u=%(a —x).

Le volume cherché est donc

be e abe
=—/ (¢« —x)dx = —-
2a . 4

6. Volume du corps ABCD (fig. 14), retranché d’un cylin-
dre circulaire droit dont I'’équation est 2* 4 y* = a*, par un
plan passant par le centre O de la base et faisant avec cette
base 'angle a.
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Prenons 0 comme origine, la trace BC du plan sécant
comme axe des y, I'axe du cylindre comme axe des z et OA,
perpendiculaire & BC, comme axe des x.

v D

Fig. 14.

La section faite dans le corps, par un plan perpendicu-
laire 4 I'axe des et 4 une distance OP de I’'origine, sera un
rectangle EFNM.

Posant OP = z, NP = y, MN =z, I'aire u de ce rectangle
sera 2yz.

Or ‘-{; =tang o, d’'oll z =z tanga; et, de ’équation du
cylindre, on tire y =V a* — z*. Donc
u =2xtanga V a* — x*.

Par suite, le volume cherché est

o 2
V=2tang« / xV u"—x*dz=§a"‘tangu.

0
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7. Volume commun au paraboloide de révolution et au
cylindre circulaire droit dont les équations sont respecti-
vement :

Yy+z2=4hax et '+ y'= 2.
L’aire de la section faite dans le solide commun par un

plan perpendiculaire 4 U'axe des x et A la distance z de
Porigine est

y .
u=2 Vikax — y' dy.
Yo

Effectuant 'intégration entre les limites y =+ 2z — z*
et Yo = — V" 2az — 2* fournies par I’équation du cylindre,
on obtient :

: S0
% = 8ax.are sin \/ a,. x-|-‘2ml/4a’—x’.
a

Par suite,

——/ [Sax are sin 4o’ —x]
[

(e, + 156)

8. Volume commun & la sphére et au cylindre circulaire
droit dont les équations sont respectivement

Pyt 2t=a et +y'=ax

Pour calculer le volume, on pourrait suivre la marche
ordinaire; mais, pour éviter des intégrations laborieuses,
rapportons les surfaces A des coordonnées polaires en
posant £ =rcost et y =rsint.

Les équations de la sphére et du cylindre deviennent :

r'4z=a" et r*=arcost.
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D’autre part, la formule (3), V= [/ s dzdy devient :

V= /] zrdrdt,

car il est démontré, dans les cours, que dxdy = rdrdt.
Le quart du volume cherché est

T
T acose 5
V=/ dt \/a’—r’rdr=t:—(z—g).
> s 5\2 3

at 8
Le volume total est donc 3 o9n — 3)

CHAPITRE X.

QUADRATURES.

SectioN 1. — Quadrature des surfaces de révolution.

Soit y = fix) I'équation d’une courbe plane rapportée
A des axes rectangulaires.

La surface S engendrée par un arc quelconque de la
courbe tournant autour de I'axe des x a pour expression :

S—i’"/ y\/4+( )d:c,

x, et x étant les absclsses des extrémités de ’arc.
Cette formule peut s’écrire :

x
S=292n yds,

Xo
ou,

vz

S=2ﬂ/ Ndz ,

20
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ou encore,

S =2x zysécad:c,
Zo
ds représentant la différentielle de I'arc; N, la normale en
un point quelconque de I’arc; et «, Pangle que la tangente
menée par tel point de I'arc, fait avec I'axe des x.

Exemple.

Cherchons la surface engendrée par la révolution, autour
de I'axe des x, de I'ellipse dont I'équation est .

x b*
+F'=" ou y’=;(a’—z’).

a!

De I'équation, on tire :

dy b=
dx a'y
Par suite,
dy)’ bV e —a'c* + b'x*
\/1+((—5 = o R ()}

Cela posé, supposons d’abord a > b, c’est-3-dire ellipse
tournant autour de son grand axe.
L’expression précédente pourra s’écrire :

_—W)' BV @@= F
\/1+((E o a’y ’
ou, en posant a* — b* = a’¢*,
* 2 __ o2
Vo [ -2
dx ay

L’emploi de la formule, sous sa premiére forme, donne
pour la moitié de I'aire cherchée : .

b e
S=2u-;/ Va* — e*a® dux.
L .
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Or, h

/Va’—e’z’dx=g—\/a‘—e’ + arcsm—-l-C
D’on
/Va —eac’dxr=—ab+a— arcsme.

e

Par substitution, on trouve :

S — ot - mab arcsin e

L’aire totale de 'ellipsoide est donc

arcsin e

2=b? + 2zab -

Supposons, en second lieu, a < b, c’est-A-dire Pellipse
tournant autour de son petit axe.
Dans ce cas, 'expression (1) s’écrira :

dy\* bVa'+ (b*— a*)a®
Vi) -5
X ay
En posant b* — a* = b%?, on aura :
2
L+ ( ) bV a* + bt
a’y
La moitié de I'aire de Pellipsoide est donc

a
§ =2~ i’/ Va* 4 b'e'x* dx.
a
[

Mais,

/ Va* 4 be’s* dx

4 b 4 b” 2
=§\/a‘+b’e’x’+-;—ll;log ex+ ;',"' T 1c
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Dot

a
'!I 4 b
a/ Va‘+b'e’x’dx=%+9ibe-log(-‘(l +e).

La substitution donne :
log % (1+e
S = z-b’-'-xa’. ———
e

L’aire totale est, par conséquent,
a
log 3 (14e

2xb* + 274®, ———— -
e

Dans les deux cas, il est facile de trouver que, si b = a,
les expressions finales donnent 4wa?, aire de la sphére.

Exercices.

1. Génératrice de la surface : droite paralléle 3 Paxe
desxz, y=R.

X
La formule S =9 / Ndx

To
donne immédiatement, puisque N=R,
X .
S =2zR dx = 2=R (x — x,).
To
La surface du cylindre engendré est donc égale 4 la circon-

férence de la base, 2rR, multipliée par la hauteur, £ — z,.

2. Génératrice : droite passant par l'origine, y = ax.
L’emploi de la formule sous sa premiére forme donne,
en intégrant  partir de z,= 0,
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Y
ou, en remplacant a par z’

1
S=‘21ry-§\/z’+y".

L’aire du cdne engendré est donc égale 4 la circonférence

de la base, 2wy, multipliée par la moitié du coté, %V z* oy

3. Génératrice : circonférence dont I’équation est
x’ + y! i R!.

Dans le cercle, N = R. Donc la formule, sous sa troisiéme
forme, donne immédiatement

X
$ — 2xR f dx = 2% R (x — o).
Zo

C’est I'aire de la zone : circonférence d’un grand cercle
multipliée par la hauteur de la zone.
En intégrant de 2,=— R 4 £ = -- R, on trouve pour
aire de la sphére :
4zRY,

quatre fois 'aire d’un grand cercle.

4. Génératrice : la tractrice, dont I'équation différentielle
dy Yy
est E = — m .
D’une part,
dy\? a
1 ) =
+ () Ve—p
D’autre part, I'équation de la courbe donne
ydr = — Va* — y*dy.
’ 10




146 EXERCICES METHODIQUES

Substituant dans la formule primitive et remarquant
quaux limites £, =0 et £ = oo correspondent les limites
Yo=a et y =0, on obtient

[ a
S=—2xa dy = Qza/ dy = 9xa®,
- L]

deux fois I'aire du cercle dont la tangente constante serait
le rayon.

8. Génératrice : la cycloide, dont I’équation différentielle

d 2a — 4
est = — L
dx y
Pour la moitié¢ de Vaire, on trouve :
2 d 3
S ES '271' —-—-y y = —2 ra’.
o Viva — y 3

6. Génératrice : Chainette dont I'équation est
af* _=
y=z\&+e* )

On a trouvé, FExercices méthodiques de calcul différentiel,
chapitre XI, exercice 15,

2

.

N—

8|

Donc, en vertu de I'équation de la courbe,
alfl? _r\*
=il
et, par emploi de la formule, troisiéme forme,

S=ﬁ?a Jt(esE +e_;),dx-=1ra [Z (eg— e—"—t) -I-z]-

o,
[
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7. Génératrice : Parabole dont I'équation est y* = 2pz.

On obtient pour la portion de surface du paraboloide de
révolution comprise entre le sommet et un plan perpendi-
culaire & I'axe des z et 4 une distance £ du sommet :

) 2 2
8. Génératrice : Hyperbole dont I’équation est% —-Z—‘=1.

En opérant comme plus haut,dans 'application & I'ellipse,
posant dans le cours du calcul a*-}- b* = a%?®, puis intégrant
entre a et z, cest-2-dire en ne considérant que la nappe de
Phyperboloide de révolution située du cdté des z positifs,
on trouve pour la portion de cette nappe comprise entre le
sommet et un plan perpendiculaire & I'axe des z, A la dis-
tance & de I'origine,

2 Vs — @
S=n§<x\/e*x‘_a‘_%|ogff__'-__ix—a_)
«
b aet-b
a2 .
" + e Og a

9. Génératrice : Hyperbole équilatére rapportée a ses
asymptotes et dont I'équation est zy = k*.
La formule, sous sa quatridme forme, fournit :

S=?nk"/zsécad—x-
X

Xo

Or, de I’équation de la courbe, on tire :

.dy Kk
) dx =
Dot
dy &
tanga = — —— == -5

dx x
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ct, par suite,
k

=

1 ,
(tang «)*
et

1
log x = log k — 3 log tang .

Différentiant la derniére égalité, on trouve :

dx 1 da

T 2sinacosa
. . dx
Substituant cette expression de — dans celle de S et
z

remplacant les limites x, et £ par leurs correspondantes
a, et a, on obtient :

« da % da
S=—z‘k’/ —,——,=xk’ _—
sin a cos’ « sin a cos? «

Oo /3

Mais

/ da L o logtang%4c
sin « cos® « cosa+ 8 ang§+ )
D’ol

i 1

cosa, COSa

S=xk'( ~+ log tang%o— log tang g)

Section Il. — Quadrature des surfaces quelconques.

Soit 2 ={f (x, y) I'équation de la surface d’un solide,
rapportée 4 des axes rectilignes orthogonaux.

Si 'on peut, sans intégration, obtenir en fonction de z
le périmétre ! d’une section faite dans la surface par un
plan perpendiculaire 3 I'axe des x, et que s soit I'arc de la
courbe plane que I'on obtient en coupant la surface par un
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autre plan perpendiculaire A celui de la premiére section,
Pexpression de la surface est

X
S==/lds.......(l)
x0

Si 'on ne peut obtenir / sans intégration, il faudra
recourir 4 la formule plus générale

S=/xdx/y\/l +((‘;€)’+ (t%)’dy . @

Exemple I.

Etant donnés une sphére et un cylindre circulaire droit
dont les équations sont

e4+y'+22=a et x4 y'=nar,

calculer la surface de la portion de cylindre contenue dans
la sphére.

7 x
P/

_—

Fig. 18.

Si I'on coupe la surface par un plan perpendiculaire &
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I'axe des z, 4 la distance & de P'origine (fig. 18), le quart du
périmétre de la section est visiblement :

{=MP=1z;

et, en vertu des équations de la sphére et du cylindre,

l=z=Va—x—y*'=Va(a— 1)

D'autre part, en coupant la surface par le plan z=0,
perpendiculaire 3 celui de la premiére section, on obtient
la circonférence de la base du cylindre dont I'arc s a pour
différentielle

adz
dg = ———.
2V x(a — 1)

Substituant, dans la formule (1), les expressions de ! et

de ds, il vient pour le quart de la surface cherchée :

3 ra dx
S =a"/ —=a*
2V'x

0

Exemple 11.

Soit la surface conique dont I’équation est 3* = 2zy.
De I’équation de la surface, on tire :

dz _J9, dz  x
dx 7’ dy z
D’oix
dz\? dz\* x4y
Vil + (G -
dx dy \/ﬁxy

En intégrant & partir de 2, =0 et y,= 0, la formule (2)

donne :
S=/ /"’-’" .'/dy
‘)ry




DE CALCUL INTEGRAL. 131

Or
vaty \/
dy — / ~tdy 4 / iy
\/E Y+ yrdy
Vg yi 4 LI
—_— xy! y .
‘ 3V %
Donc
H 1. 9
=y% /xm(lx+gy— x ’i:—x‘/g@
o 5-0 Ver 3

2 ' 2
+3yViamy=cz(@+y)

Exercices.

1. Calculer, au moyen de la formule (2), la surface de la
sphére dont I'équation est 2* 4 y* - 2* = R*.
On trouve pour le huitiéme de la sphére :

K== d
S_-R/ da /V R _1"11*.

2. Etant donné le paraboloide de révolution dont I'équa-
tion est
y 42t =2,

calculer, au moyen de la formule (2), la surface de la portion

de ce solide, comprise entre le sommet et un plan perpen-

diculaire 4 l'axe des z, mené A la distance = de 'origine.
On obtiendra pour le quart de la portion du solide :

XV s d
S= /xV P+ 2pxdx Vas__ %Y
5 0 Vipz —y*

=:—5RV§[(1’+9£)‘ —p‘J-
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3. Chercher la surface du solide dont on a calculé le
volume, au chapitre précédent, section 1I, exercice 4.

Cherchons d’abord la partie de la surface qui se projette
dans le triangle OBC, c'est-A-dire le huitiéme de la surface
totale.

Le périmétre de la section faite perpendiculairement a
Paxe des x, 4 la distance x de l'origine, se réduit ici
Al=bc=2%=2Va"—2"

D’autre part, le plan z = 0, perpendiculaire 2 celui de la
premiére section, coupe la surface suivant la circonférence
adz

a4 y*=a’,dontlarcsa pour différentielle : ds=

La formule (1) donne :

a °
S=2a/ dx = 2,
(1)

L.a surface totale cherchée est done¢ 16a®.

4. Calculer la surface convexe du solide dont on a déter-
miné le volume, chapitre 1X, section II, exercice 6.

Le périmétre de la section faite dans la surface, par un
plan perpendiculaire & I'axe des z et A la distance OP =z
de l'origine, est | = 2MN = 2z = 2z tang «.

En second lieu, le plan 3 = 0, perpendiculaire 4 celui de
la premiére section, coupe la surface suivant la circon-
férence z* | y* =a’, dont 'arc s a pour différentielle :

ds = ——.
Va— 2t

La formule (1) donne donc,

a  xdx
S = 2a tang a/ ——=2%2a' tang a.
s Ve —x*

8. Les données étant les mémes que dans I'exemple I qui
précéde ces exercices, calculer la portion de surface de la
sphére interceptée par le cylindre.
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La formule (2) écrite sous la forme

$= _/ / \/u "") (;’;)'dxdy,

devient dans ]a question présente :

S a/“”/'y dxdy
z

To Yo

Transformons les équations des surfaces et 'expression
de S en coordonnées polaires. Pour ce, posons :

r=rcost et y=rsint.
Les équations de la sphére et du cylindre deviennent

r4z2=a e ri=arcost;

Saa// rdrdt

En effectuant I'une des intégrations entre les limites
r=0 et r=a cos {, fournies par I’équation du cylindre; et

et

™
P’autre, entre les limites {,—0 et t = 3 on trouve pour le

quart de la surface cherchée :

* @ Ccost 1
S-—a/ dt —a'(r—2).
\/a —r 2
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CHAPITRE XI.

INTEGRATION DES FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS
VARIABLES INDEPENDANTES.

Soit 4 intégrer une expression de la forme
Mdx 4 Ndy,

M et N étant des fonctions des variables indépendantes z et y.
Pour que telle expression soit intégrable, il faut que

dM  dN

—_— = —

dy dx

A la condition que cette identité ait lieu, on obtient pour
I'intégrale cherchée :

u='/1Md.r+‘/(N——-d.‘{i'—dex)dy+C, . 1)
u

u=/Ndy—|—/(M-—-#)dx+C. . (2

Ne point perdre de vue que les intégrations par rapport
A x doivent étre effectuées en considérant y comme constant ;
et les intégrations par rapport 4 y, en regardant £ comme
constant.

(o)

Procédé d’abréviation. — On abrége souvent le calcul en
procédant comme suit :

Si 'on emploie la formule (1), n’ajouter 4 Pintégrale de
Mdzx que celle des termes de Ndy qui ne renferment point x;
si I'on fait usage de la formule (2), n’ajouter 4 l'intégrale de
Ndy que celle des termes de Mdzx qui ne contiennent
point y.
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Soit & intégrer une expression de la forme

Mdz -+ Ndy + Pdz,

M, N et P étant des fonctions des trois variables indépen-
dantes z, y et 3.
Une expression de la sorte n’est intégrable que si I'on a :

M _dN dN_dp _ dp _aM
dy dz dz dy e

Etant admis que ces identités aient lieu, Iintégrale

cherchée est
v—u+/(P—d—u)dz, N )]

- dans laquelle u représente P'intégrale de Mdx - Ndy trouvée
comme précédemment.

Observer sans cesse dans le calcul que les intégrations par
rapport & x, celles par rapport 4 y et celles par rapport  z,
doivent étre effectuées en considérant respectivement y et 2,
x et z, x et y, comme constants. ’

Procédé dabréviation. — Intégrer Mdz, puis les termes
de Ndy qui ne renferment point z, puis les termes de Pdz
- qui ne contiennent ni z, ni y, et additionner les résultats
des trois intégrations.

Si I'on a intérét A effectuer les trois intégrations partielles
dans un autre ordre, il est facile de voir comment il faut
modifier le procédé qui, dans le cas de trois variables, doit
étre essayé d’abord, tant il peut abréger le calcul.

D’aprés ce qui précéde, on formulera aisément, et le
procédé normal, et le procédé d’abréviation qu’il faut
suivre dans lintégration d’expressions différentielles de
quatre variables indépendantes, de cinq, etc.
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Exemple 1§.

Soit A intégrer l’expression

(a +— ,) de + (b +

“l‘ k \/I+J)dy’

dans laquelle

n 1
M=a+-|—+%—, et N= b-|—‘/-{—T;;.

Puisque M n’est fonction que de £ et N que dey, on a
évidemment :
~daM 0 dN

Pour la méme raison, les formules (1) et (2) se fondent
dans une seule :

== de—l-/N.'ly +C.

D’od, intégration immédiate :
u —az }-arctang nz 4 by +-log C(y +V'1 ).

Exemple 11,

Soit
T (yd= dy)
——(ydx — xdy).
yVeoty ’
Ona:
2
yVa'ty yVat+y
et, par suite,
dM z x4 2 (IN
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D’autre part, puisque N n’est pas indépendant de z,
d. / Mdx
dy

La formule (1) devient donc simplement

=0,

N—

u= f Mdx+4C,

et lintégrale cherchée est

u=1 xdx =\/:|: +y 1c

yJ Va4 y

Exemple 011
Soit

9 2
(5;* + 1, + 9zy' — —",) dx 4 (5y' + 1, +20% 4 Q—f) dy.
x x y x
On trouve :

e —

dM ( 1) dN
— =4y |r——

dy 23 dx

puis

/de-:x‘—i-[—o:’ ’—l—y—’-
x y x*

L'intégrale des termes de Ndy qui ne renferment point x

est
i

y =

y

Donc, procédé d’abréviation suivi,

u=1"+y‘—x—;;—y y (x'+$)-
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Exemple V.

[I — by ,] dx — [I — hx ’] dy.
@—y) (x—yrl "

On trouve successivement :

(lM_ 8xy dN
——(x——y)’ dz’
2
/M([$=/d£—4y/ it 4.'/ ’
—Y) w—y
d. [ Mdx 2 —
/(N—-———/——) dy=/[——l+ Sy ly
dy (x—y (x—y)

='/i—|+4)dy=5y.

Dong, formule (1) :
_ o .
u=x+4 r—y + 3y +C,

ou
_ =ty

r—y

+C.

Exemple V.

x :
t d —_— —4y|d
(tang y 4 z cos x) dx (cos’y tang z 4-3/) y

—( Y —smx—l)dz.

COS
On obtient :

o 1oy
dy cos*y dz’
N __
dz cos'z dy

dp aM

— = 08T =—-.
dx dz

2
Jas
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Le procédé d’abréviation fournit :

/de=:clangy—|—zsinx;

/(-— tang z — 4y) dy = — y tang z — 2y*;

/i—l—l)dz==z.

. L’intégrale cherchée est donc :
v=g tung y — y(2y -+ tang z) 4 z(1 4 sin x).

Exemple VI.

1 y= 1 x? 1 ay*
P R R U Heerm

On trouve :
aM 2xyz dN
dy  (®—yzp dz
dN 2xy dP
dz  (x—yz dy ’
et
P y'(z+y)_dM
dz~  (x— yz)"’ dz

Si P'on cherche d’abord lintégrale de Mdx 4 Ndy au
moyen de la formule (1), on obtient :

u=logxy—|—m_yz-

La formule (3) donne ensuite :

xyi 1,yl
d
—yz +/ [ (Jr y2) (z —yz)'] *+6

o=log?+

v= log:ry+

ou
xy
T —Yyz

+c.
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Exercices.

() = G g

u t2—y t —J 4¢
= — a .
3 2y ——— -} arc ang - +xy+

2. (¢*y 4 x*) dx — (b* — u®x) dy.
xl
u=§+a‘xy—b‘y+0.

3. [w(@*+ &)y (b+y)]da+[x(b+ 2y)+ y(s*— o)) dy.

wumat (T4 ) 4y +0 (S5 +e
N
Y

u=xlangy—i—ycolg:r{-arcsing-l-c.
x

B. (“+”+

F tegy

U =

+1 x Cx
arc tang — 4 log — -
v + sy+ g

1 1 1 1 1 1
e el P L

1 C
x—l—!/_*_log?r.
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zdx 4 ydy = ydxr — xdy
1. 3y'dy.
iy + ey =+ 3y'dy

u==\/x’+y’+arctang§+y‘+c.

os* T cos'y

9. (s€°y+25inx) +(eé z+xsmy) dy

+(eécx+ysmz)d

v=1xsécy 4 ysécz -+ zsécx 4 C.
dx dy 2'dz
10. —_ —_ .
Vata y—b #+1
z+Vat4a A y—b

v=log— , —lo —_{_—b-——logC(z +1).

11. (2a’x — yz°) dx — (x2> — 3by*) dy — 2*(3xy -} 4z) dz.
v = a’c* 4 by’ — z*(xy 4 z) }- C.

12, (zy 4 1) (2 42 2.

2y =z

v =7+log—cﬂl

13 xdx~4ydy+-zdz =~ zdr—axdz

@y + 2 z’+(x—zr+”"““"v—4_z~'
v=— —\/:c-l—‘T -+ are tang -|- (arcsinz)*+4- C.

1
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yz' 2 xz*
[ L e
x%y 2
‘[(:——xyr—z] .

i ~+ 2log xyz 4 C.
Yy

V==
22—

Comme suite a ces exercices, nous engageons les éléves
A intégrer les expressions différentielles trouvées chapitre 11
des Exercices méthodiques de calcul différentiel.

CHAPITRE XII.

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE,
A DEUX VARIABLES.

Section 1. — Equations dans lesquelles la dérivée
est du premier degré.

Les équations dont il s’agit peuvent étre mises sous la
forme : .
dy
Mdx 4 Ndy =0 ou N2;+M-=0,
M et N étant des fonctions des variables ' et y.
Trois cas principaux d’intégration :
Premier cas.

Si M n’est fonction que de & et N de y, les variables sont
dites séparées et I'intégrale de I’équation est

/de+/N(ly=C.
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Peuvent se ramener & ce cas :

4° Les équations de la forme
#(2) i (y)dx +- 5. (x) ¥ (y) dy = 0.

Car en divisant les deux membres par ¢, (z) . ¢, (y), on
trouve :

-?—(ai) dx \b(y) =0.

91(x) ¢ ( )

2 Les équations homogénes, clest-3-dire celles’ dans
lesquelles M et N sont des fonctions homogénes et de méme
degré de z et de y. '

La séparation des variables s’obtient en posant y = xt,
t étant une nouvelle variable.

Au nombre des équations homogénes comptons celles
qui ne I'étant pas d’abord peuvent le devenir par certains
procédés.

Exemple I.

Soit ’équation =0, dans laquelle les

dz dy
1—|—w’+‘l +

variables sont séparées. L’intégrale est

A= +/1+y

ou en remplacant C par arc tang C,

arc tang x -}- arc tang y = are lang C,

ou encore,
arc tang z+y = arc tang C.
1 —uxy
D’ou
+Y _ .

i —ay
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Exemplo BI.
Soit I'équation
(2 + @) (¥ + b dx - (o — o) (y* — b*) dy = 0.

La division des deux membres par (z*— a*)(y* -} b%)
donne, variables séparées,

z! _l_ a'l y! — b!

Foa Ty
ou
2a? 20*
(1 +z,__a,) dz + (1 —y——,+b,) dy =0,

Sous cette forme, I'’équation fournit facilement pour

intégrale :
x4+y+a log:%:;— anrclang%=c.

Soit I'équation homogéne
xdy — ydz =\V'y* — x*dz.
Si 'on pose, y =at, d'od dy= zdt+ tdx, I'équation
devient :

x (xdt 4 tdx) — tx dx =V *2* — 2 dx,
puis, en divisant par z et réduisant :

xdt=Vit — 1 dx.
D’ou
dx dt
L Ve
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L’intégrale est
logz =log (t +V'* — 1) 4-log C,
ou ’

=tV

ol 8

Or, t=li, done
x

z_¥,\/¥
C = + x? f
Cette équation, rendue rationnelle, donne pour forme la

plus simple de I'intégrale :
x*=C(2y —C).

Exemple IV,
Soit Iéquation
(52 — 4y — 7) dx + (22 + 3y — 12) dy =0,
Pour la rendre homogene, posons d’abord
re=a 4« et y=y +8»

a' et y' étant de nouvelles variables; « et B des constantes &

déterminer.
L’équation devient

(B2’ — 4y’ +Ba—AB— T)da’ (20’ + 3y + 22 36—12)dy’ =0,
Posons ensuite
3o — 4 —T7=0,
2 + 38 —12 =0,
et nous trouvons :
(82 — dy") do’ + (22" + 3y dy' =0,
équation homogeéne.

dou a=3 et B=2
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Faisons donc y = z't, et, la séparation des variables
effectuée, I'équation devient :
dx’ (3t 4 2) det

7 Taw—ars "

ou
dr’ 1 (61— 2)dt 3dt
" + o= 2 ¢ + e = O'
x 23 —24-5 " 3 —24-5
. L’intégrale est
log &+ log(3¢ — 2t + 5)} 4+ —— arc tang - — = C
' Vi v
ou, en remplacant ¢ par .‘;{- )
4 3y —x’
log (3y"* — 2x 'y "4 82'%)* 4~ 3 arc tang Y _a: =C.
V14

Or,o'=z—3ety =y—2. Par substitution I'intégrale
cherchée est donc

log[3(y — 2 — 2(x —3) (y — 2+ B(z — 5)*]*

4 ot lU == E=3

C.
z (x—3)V1

Deuzxiéme cas.

Si Mdz + Ndy est la différentielle totale d’'une fonction u,
c’est-3-dire si fLM = ﬁ, on déterminera u comme au cha-
dy dx _

pitre XI, et I'intégrale de ’équation différentielle sera
u=C.
dN
Si la condition d’intégrabilité fidy-=az n’est point rem-

plie, la théorie enseigne qu’il existe toujours un facteur v,
en général fonction de = et de y, tel que I’équation
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v(Mdx + Ndy) = 0 soit intégrable. Seulement, la détermi-
nation de v dépendant de l'intégration d’une équation
différentielle difficile A effectuer — si ce n’est dans quelques
cas particuliers — on doit s’exercer & trouver ce facteur
sans régle, par Plinspection attentive de I’équation diffé-
rentielle proposée.

Une exception : Si I'équation est homogéne et que
'expression Mdz - Ndy ne satisfasse pas & la condition
d’intégrabilité, on a :

1
Mz Ny

Exemple I.

Soit ’équation %dy -+ 3ydx = xydy. -
11 est facile de voir qu’en multipliant les deux membres
1
—, il vient :
par P il vien
oy dx
et, par intégration,
2 log y + 3 log x = y - log C.

* Dol -
Y
1 =1,
0g C y
et
x*y? = Ce.

Reprenons 'équation homogéne
xdy — ydx =\V'y* — x*dx

donnée comme exemple du premier cas.
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En D’écrivant comme suit :

(y +Vy—=aY)der —xdy=0,

il est aisé de s’assurer que le premier membre n’est point
différentielle exacte.
Mais ici,
1 1 1

—Mx—l—Ny (y+Vy—atz—z.y Vy—o

Donc I’équation
y+Vy—= xdy
zVy'—a zVyt — ot

ou
{ 1 :
cr—L  Nar—— = _4y—o0
x x y! — x'[ ‘ / y’l —_ x‘l :
est intégrable.

Si I'on intégre le premier membre par la formule connue

u =/Ndy +/(M —d-fd:d-") dz,

on trouve
\/ T__ .
u=_|08’_/+—:__x.+logx

Donc P'intégrale de I'équation proposée est .

e
logy—i-‘—/;u+logx=logc,

ou -
S VO

comme précédemment.

Nota. — Toute équation homogéme Mdzr 4 Ndy =
peut donc s’intégrer par la méthode du premier cas et par
celle du second.
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Troisiéme cas.
Si I'équation est linéaire, c’est-a-dire de la forme

dy
%‘l—py—Q’

ou
dy+Pydr =Qdz, . . . . . (1)

P et () étant des fonctions de x seulement, Pintégrale est
y=eJo[ fe/rQdx4C]. . . . (2
Observons que les équations de la forme

dy + Pydz = Qy"dx

peuvent étre ramenées au cas dont il s’agit, car la division
des deux membres par y", donne :

dy 1
yn yn -4

Pdr = Qdx;

. dy 1
et, si 'on pose — = dz, d'od —— = —(n — 1)z, on
p yu yn — ,l

trouve :
dz —(n — 1) Pzdr = Qdx,

équation linéaire.
Exemple 1.

Soit I'équation dy + zydr = z*dz.
Si on la compare 2 Iéquation (1), on trouve :

P=x et Q=x6-

Done . de=/xdx=%
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L’intégrale de I'équation proposée, formule (2), est, par

suite :
-z =
y=e ’[/e ‘x’dx+C]-

Or, I'intégration par parties fournit :

/c’?'z‘dx =et_"(z:"—2).

Dol -
y=e °* [e’*‘(x' —9) +c],

ou -
y=x'—2-4Ce *.

Exempleo IR

Soit I'équation
dx
::y 7= xdx.

zdx -
= — =_ —— ez .
./'Pda: /:t’-—l logV/'x* —1

dy —
Ici,

et L
TP VT
L’intégrale est donc
—_ d
y=Va_1 ( ——x—’—-{-c) :
Vit —1q
ou
y=a'—14CVa?—1.
Exemple IRN.
. zydx ay*dx . ol
Soit dy — =
oit dy M—2) T—a équation non linéaire de

la forme dy + Pydz = Qy"dx
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La division des deux membres par y*, donne :
i_t/ 4 xdzx ada ’
Yy yY3l—az) 11—z

d; 1
et, si 'on pose, ?y= dz, d’ou F’= — 3z, on trouve :
xzdx adx
dz )
*+ I— 1—=

équation linéaire dans laquelle

/Pda:=/ adx -———log(i—-x’)——log\/l—-x,

et

e_fpd, —_ elog'Vl —z2 —_— ‘ /1 — xg.
L’intégrale est donc

z=\/l——x’['/. ada 5-{-C].
a—ayt

f do L = Y g (chapitre II, section II, exemple V).
(A —z t—a

Mais

Done

3= J—x’( 1__m:*--l—C),
ou

z=aa:+CVi——:r‘.

Remplacant z par — =—, on trouve

3y
1
B(ax—l—C\/d—a:’)

pour intégrale de I'équation proposée.

y'=—
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Exercices.

dx dy
. ‘_m’+-l__7’=0.

Intégrale :

1, z41 y+1 1
-1 __..,_
208x_,+°, 8 — 518 C,

@D+ _
(x—1)y—1)
de dy
2. -
Vi—g +\/1 -y
Intégrale :

ou

=0.

arc sinx - arc sin y = are sin C,
ou

tVi—yyVi—x*=C

. x—1)(y* —1)dx (x4 1) y'dy =0.

On trouve :
1)‘
o log =
4 @—1) (" —y+1)dz —(y+1) (& 4+ 1)dy=0.
On obtient :
x +x+l 2x 41 2y —1
log \/ 3 (arc tang + arc tang ——]=C.
V3 V3
8. xdx 4 ydy =2 cos « . ydx.
Intégrale :
logV y* — 2xy cos « 4 x* 4 cotg « . are tang y—rome ¢,

x sina
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6. a[a(x+ 1)+ 2y] dx 4 ydy =0.
Si 'on pose, £ =z’ + «, 'équation devient :
ala(@’ +a+1)+ 2y ] da’ +- ydy =0,
et, pour a = —1, ‘
alax’ 4 2y) dx' 4 ydy =0,

c’est-3-dire homogéne.

Intégrant comme dans P'exemple IlI, premier cas, puis,

dans le résultat, remplacant ' par 4 1, on trouve pour
I'intégrale cherchée :

log | a(zx 4 1) 4 y] 4+ 2=+ 1)

————=C.
a1+
1. (1 4 x)dr 4 (e*dx — e¥dy) (1 4 x*) =0.

La division des deux membres par 1 4 &* conduit 2
Iintégrale :

arc tang x - log V"1 -{-m’+e~_%e*n_!=c.

8. sin y cos xdx — sin x cos y dy = tang® y dy.

Multiplier les deux membres par

sin®

Intégrale :

sinx

si—n;=tangy + G

9. ydx — xdy = y* ev dy.

; 1
Multiplier les deux membres par .;l;

Intégrale :
§=@—nw+a
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10. V1 J-ytdz — 2V 1 - atdy =y V1 {2t dy.

La séparation des variables s’obtient quand on divise les
deux membres par V1 +2* V1 -3~

Intégrale :
s+ VIF o =C"" (y +VIFy).

1
1. a*dy + ydx = ax’e" da-

Si I’on divise les deus membres par 2%, 'équation devient
linéaire.

Intégrale : ,

y = ¢ (ax +C).
12. dy + 2ydx = (x — 1) e~* dx.
On trouve d’abord pour l'intégrale :

Y =e_¥[/e‘;(r—l)e"dx -|-C].
Mais

/e‘(z—i)e—*dx— e (x—1)dz=¢ .
Dol _at
y=e*4Ce *.

13. dy + aydx = cos nxdx.

On obtient d’abord :

y=e" (/e"cos nxd.t—l—C),

et une double intégration par parties donnant :

€ (a cos nx 4 nsin n
/e“‘cosn:cdm= ( + nsin :r:)‘
a!_'_ni
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il s’ensuit que

a cos nxr -~ n sin nx

prpp ~+ Ce~.
ny dx _
14, dy + —— T adz.

On trouve d’abord :

y= (\/____+x) [/(lf_+x) dx—l—C]

Pour intégrer I'expression a(VTF a:’-l—x) d:c on la
rationalise en posant

Vidal=z—u2,
et Pon obtient :
zu+! zn—l
o fVTFF 4oy g (T4

Aprés avoir remplacé z par V4 + 2* 4 z et substitué le
résultat dans ’expression de y, on a pour intégrale de
Péquation proposée :

— Vit Fo—a)+cVTF —w)
_ zydr '
15. dy 30— xy’dx
Intégrale :
5 .
9(1 —a%) — 3C(1 — &)
1
16. dy + aydx 4

61 —a) (d—a)y’
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Si 'on multiplie les deux membres par 3* et que 'on
fasse y*dy = dz, I'équation devient :

dz +- azdx 14« d

1-—x'=(1—1‘)“

Comme intégrale, on trouve d’abord :

e (2 /1 At ]

1+m); 14z
i—2 mdx, on pose

Pour intégrer I’expression (

142
—t—a u®, et I'on trouve :
1—2

./(: _I—_:)’(: i:)“dx'z(a-:- f.)(: —i—.i)(: _*——z)’

.

Par suite, - | :
1 r\? —x
z=a+4(1—-x) +C(1+z)'

, donc P'intégrale de 'équation proposée est

ol

Mais z =
a

v () e (122

17. Trouver une courbe telle qu’en chacun de ses points,
la sous-tangente soit double de I'abscisse.
L’équation différentielle de la courbe est
Yy
= =2 ou — ==
dy =" y 2z
dx

Intégrale : '
Y= Cat,

. i
La courbe est donc une parabole dont le paramétre est%-
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18. Chercher la courbe telle qu’en chacun de ses points,
I'angle de la tangente et du rayon vecteur soit constant.
Si p désigne 'angle de la tangente et du rayon vecteur,
on sait (coordonnées polaires) que
L r
MEE= 0
dt
L'équation différentielle de la courbe, si I'on pose

1
tang p =%’ est donc

r i dr
ﬁ 7{ ou 7 = kdl.
dt

Intégrale :
logr=kt4logC ou - r=_Ce.

La courbe cherchée est donc une spirale logarithmique.

19. Soient x et y les coordonnées rectangulaires d’un
point quelconque d’une courbe. Si, 4 la distance x de I'axe
des abscisses, on méne une paralléle A cet axe, et que la
portion de cette paralléle comprise entre 'ordonnée y et la
langente au point (z, y) soit constante, quelle est la courbe?

L’équation différentielle de la courbe, si 'on désigne la
constante par a, est

y—x d

=
a
ou

Y X
dy — = dx = — - dr;
Y a a 5
équation linéaire dont I'intégrale est

Yy =2z -4 a 4 Ce®.
12
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20. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles
dont I'dquation est y* = 2px, p étant un paramétre variable.

Rappelons d’abord ce qu'on entend par frajectoires, et
comment I’on obtient leur équation différentielle.

Etant donnée une famille de courbes représentées par
une équation qui contient un paramétre variable, on appelle
trajectoires les lignes qui coupent les courbes sous un angle
constant. ’

Quand langle constant est droit, les trajectoires sont
dites orthogonales.

Soient x, y les coordonnées du point de rencontre de
l'une des courbes et de I'une des trajectoires, et, par ce
point, soient menées une tangente a la courbe et, une autre,
3 la trajectoire. Si a et o’ désignent les coefficients angu-
laires des tangentes et V la tangente trigonométrique de
leur angle, il faut qu’on ait :

a —a

V==‘—+-?,......(I)
et si, entre cette équation et celle des courbes, on élimine
le paramétre variable, on obtient I’équation différentielle
des trajectoires. Celle des trajectoires orthogonales s'obtient
en éliminant le paraméire entre 'équation des courbes et
la suivante :

1 4 ' =0.

Cela rappelé, revenons i la question posée.
L’élimination de p entre les équations
=2z et A4al=0
fourni . P, 0y
ournit, aprés avoir remplacé o parget o' par ir"
24
y (1 2x dx 0.

Clest I'équation différentielle des trajectoires orthogonales
cherchées.
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On peut satisfaire a cette équation :
1° En-posant y = 0. L’axe des abscisses est donc trajec-
toire orthogonale. :

o yay_
2 En posantl—l-%dw— 0.
Intégrale :
xi yl 1
PR T

Equation d’ellipses dont le ceritre est le sommet commun
des paraboles.

21. Trouver les courbes qui coupent toutes les droites
passant par un méme point sous P'angle de 43°.

Prenons pour origine le point commun des droites et,
pour axes, les c6tés d’un angle droit dont I'origine est le
sommet. :

L’équation des droites sera y = mx, m étant le paramétre
variable.

L’élimination de m entre les équations

i @ —a
1 + aa’
donne pour équation différentielle des trajectoires deman-

dées :
xdx 4 ydy = xdy — ydz.

y=mx et

. 1 .

Si ’on multiplie les deux membres par P on obtient

pour intégrale :
log V/ a® - y* == arc tang % +log C;
puis, si ’'on pose £ =1 cost et y=rsin{, pour passer &
des coordonnées polaires dont le péle est 'origine et 'axe
des z, I'axe polaire
log r=1t-4logC,

ou r =Ce'.

Les trajectoires sont donc des spirales logarithmiques.
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Secrion 11. — Equations dans lesquelles la dérivée
est d'un degré supérieur au premier.

Dans l'intégration des équations différentielles du premier
ordre & deux variables, de la forme

f[x, v, (%)J —o,

d . . .
et renfermant E‘-‘Z A des puissances supérieures i la premiére,

on distingue trois cas principaux.

Premier cas.

Si 'équation peut étre résolue par rapport a Z—Z , 1a réso-

lution fournit n équations de la forme Mdz 4 Ndy = 0; et,
si les intégrales de ces n équations sont :

Fy(x,y,C) =0,
Fy(z, y,C) =0,
F,.(x, Y C) =0,
Fintégrale de I'équation proposée est
Fi(x, y,C).F(z,y,C)..F,(x,y, C)=0.

Deuxiéme cas.

Si I'équation est homogéne par rapport & x et y, on pose

d
y=Ilz et d—z=p, ce qui la réduit a la forme

[P, )=0;5. « « . . . . (1)
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et comme d’ailleurs la différentielle de P’équation y = t.c,
aprés qu’on y a remplacé dy par pdx, donne :
dx dt

;=’:,...A..(‘2)

on arrive souvent a I'intégrale cherchée, comme suit :

1o Si, de I'équation (1), on tire ¢ en fonction de p, la
substitution dans I'équation (2) donne, par intégration, une
expression de x en p, et, par suite, I'’équation y = {x en
fournit une autre de y en p.

L’élimination de p entre ces deux expressions de x et de y,
fournit I'intégrale demandée.

2 Si, de I'équation (1), on tire p en fonction de ¢, on
obtient de la méme maniére deux expressions de z et de y
en {, et I’élimination de ¢ entre ces deux expressions, donne
Iintégrale. '

De ces deux moyens on devra évidemment employer le
plus simple.

Troisiéme cas.

Si ’équation peut étre résolue par rapport a y ou z, on
I'obtient sous I'une ou P'autre des formes :

y=fla,p) ou x==/(y,p);

et la différentiation conduit & une équation différentielle
du premier ordre par rapport aux variables z, p ou y, p.

En admettant que cette équation puisse s’intégrer, il
suffit d’éliminer p entre I'intégrale obtenue et I’équation
proposée, pour obtenir I'intégrale cherchée.

Pour aider A ce qui suit, rappelons ici deux de ces équa-
tions, troisiéme cas, traitées dans les cours.

Si Pon différentie la premiére, laquelle est

y=x2(p) 4+ v(p),
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et que, dans le résultat, on remplace dy par pdx, on obtient
'équation linéaire

2 (P) 4 ¥ (D)
p—e(p) r—e(p)

dp.

Si I'on fait de méme pour la seconde
y=pz+¢(p) (),

[z 4+ ¥(p)]dp=0,

équation a laquelle on peut satisfaire :

on trouve :

1° En posant dp = 0, d’ou p =C.
Donc il suffira de remplacer p par C dans I'équation
y = px + ¢ (p) pour en obtenir I'intégrale générale :

y=Cx +4(0)

2¢ En posant £ + ¢’ (p) =0, d’ou p = f(x), une fonction
déterminée de x.

Dans ce cas, I'élimination de p entre les équations p = f(x)
et y =pz 4 ¢ (p), donne

y = (@) + +|f(@)],

c'est-3-dire une solution singuliére; car on sait que l'on
appelle ainsi toute intégrale d’une équation différentielle
qui satisfait 3 celle-ci, mais qui ne peut se déduire de
Pintégrale générale, quelque valeur constante particuliére
que l'on attribue & C.

Fermons ces notions préliminaires en rappelant comment
on obtient, en général, les solutions singuliéres des équa-
tions différentielles du premier ordre, a deux variables.

(*) Cette équation est dite forme Clairaut du nom du mathématicien
qui, le premier, a intégré par différentiation.

M. PauL MansIoN, Bulletins de I’ Académie royale de Belgique (1877),
a prouvé que toute équation différentielle du premier ordre peut se
ramener 4 une équation de Clairaut.
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Deux moyens :

- Ou bien : Dériver 'équation différentielle proposée par
rapport i p, puis éliminer p entre I’équation résultante et
la proposée.

Ou bien : Dériver par rapport & C I'intégrale générale de
I’équation différentielle, puis éliminer C entre I'équation
ainsi obtenue et I'intégrale générale.

Que T'on emploie le premier procédé ou le second, le
résultat de Pélimination finale ne sera solution singuliére
que s'il satisfait & I'équation ditférentielle donnée, et s’il ne
peut se tirer de I'intégrale générale en prétant i C, telle ou
telle valeur numérique particuliére.

I1 faudra toujours s’assurer qu’il en est ainsi.

Exemple.
Chercher I'intégrale de ’équation différentielle

d'/)’ dy
s L y=0.
y (ll:t + 2 dx J

On voit, tout de suite, que I'équation est intégrable par

chacun des trois procédés rappelés plus haut.

1° Résolue par rapport i Z—Z, elle donne :

dy —axxVai4 9yt
=Ty

et par conséquent peut s'écrire :

4 2=0E) o VT,
& y

dx y
d’ol résultent les équations différentielles :

_ ] I}
dy  z—Vaty o oyt o
dr y VEty
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+ V4o —0,0 u Y8y + zda

A = —dr.
d“ y \/x" + y*
Les intégrales sont :
VEtg=ra40
et '
Vv 2?4 y=—zx4C

L’intégrale compléte de I'équation proposée est donc

(\/x’—l—y’—x—-C) (v oy +x—C) =0,
ou
y* = C(C %= 2x).
2° Puisque I'équation proposée est homogeéne en z, y,

posons (Z‘% =pety=tr, elle devient

2
Pltop—t=0, dod t=—"_,
1—p
et, par suite,
s 4+p b o pt— PPN
'l)‘l 1__17‘3

Substituant ces expressions de df et de p — ¢, dans
I’équation

d de
z_c (vonr le deuxiéme cas),
x p -
on obtient :
dx 2dp
x Pl —p)
et, par intégration,
C(1 —p’)
=

Done

y=tx==—'
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Entre ces deux expressions de z et de y, éliminant p, on
trouve pour intégrale de I'équation donnée :

y* = 4C(x 4 C).

Si I'on remplace C par 3’
y'=C(2z + C),

comme précédemment.

3¢ L’équation proposée, résolue par rapport & y, donne :

2px
1—p

y=

Si I'on différentie et que I'on remplace dy par pdz, on
trouve :

dx . 2dp

z p(1 —p)
et, par intégration,

ct —p?

()
P
Par suite
2px 2p C1—p’) 2C
y e

= = !x
t—p A—p P P

Mémes expressions de x et de y que dans le 2° et, par
élimination de p entre elles deux, méme intégrale cherchée :

y' = 4C(x 4 Q).

Le calcul eiit été plus simple encore, si I’on avait liré de
Péquation la valeur de z,
—n?
el 2
2p
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- d
Aprés différentiation et remplacement de dx par . , on
p

elt trouvé :

dy  dp
y r
et, par intégration,
C
y=-—-
P
D’olr
gt —r
-

L’élimination de p entre ces deux valeurs de z et de y,
donne
y* = C(C + 2x).

Cherchons ¢'il existe une solution singuliére.

Premier moyen. — Si 'on dérive par rapport 3 p I'équa-
tion différentielle proposée

P’y +2x—y=0,
on trouve :
py+=x=0,
et I'élimination de p entre ces deux équations fournit :
4 y'=0.

Deuxiéme moyen. — Si I'on dérive par rapport a C l'inté-
grale générale

y* = 4C(x + ),
on obtient :
x4 2C=0;
et si I'on élimine C entre ces équations, on trouve encore

2yt =0.
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Ce résultat z* 4- y* =0 est solution singuliére : car il
satisfait & 'équation différentielle proposée, il est facile de
le vérifier, et il ne peut étre tiré de lintégrale générale,
quelque valeur constante particuliére que 1’on attribue & C.

Exercices.
du\?
1. ¢ (d—i) — 9a*=0.

Intégrale compléte :
(y* — C)* = 36a%c.

-t

zy dx
Intégrale :
b (y — Cx) (y* — 2*— C) = 0.

5. 0o (4) =

Intégrale (y — C)* == (arc tang x)".

4 (1 4 (—) +z(1+4 2 (3—%)‘—%—1=0.
L’équation peut s'écrire :
o () ()0

dx
ou

dy ) . % 5 9y
= = - < —1|=o0.
(Zts)[a+aF+]|o+
Par suite, on trouve facilement pour I'intégrale compléte :

A(y—C +%’) [(y—())’—(arctangx)‘]=0.
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5. (d ) (a-|—b+c)( ) +(ab-4-bc+-ca) ——abc =0.
A Tinspection des coefficients de I'équation dont Z—Z est

I'inconnue, on voit que les racines sont a, b et c.
‘Donc I'équation peut s’écrire :

[ ) g =o

Intégrale : :
(y—ax—C)(y—bx —C)(ly—cx—C)=0.

d ?
6. (%) —e+y+0(3) + @ty +ap—zy=o.
L’équation peut s'écrire ‘

(2 ) (o),

Intégrale :

(!l—x—C)(y—%—C)(y—Ce‘)=O.

1. y\/a +(Z—_!:) (“"‘yji)
Intégrale : 31 +- b’ = (C = a)t.

dy)’ dy
$__ 9y =) — e x'=0.
8. (=*—2¢y%) (dx dxy et
Intégrale générale :

y*— 20y 4 2*=C*.

Solution singuliére :
2y* +2*=0.
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9. y=2pz — p*, équation de la forme y = z¢(p)-} $(p).
La différentiation, puis la substitution de pdx 4 y dans le
résultat, fournissent une équation linéaire dont I’intégrale est

2p C
x—-—s——{——’-’;-

Resterait 3 éliminer p entre cette expression de x et
Péquation proposée, pour obtenir I'intégrale demandée.

10. y=p’z 4 p.

On peut traiter cette équation comme celle de I'exercice
précédent, ou, plus facilement, la résoudre d’abord par
rapport a p.

Intégrale :
Vy=Vaz+1+4¢C

1. y=2pz+V1+p'

Par différentiation, on trouve :

x=;‘p—.[log(p+\ﬁ1+p' —pVTFP+C]

et, par élimination de p entre les équations précédentes,
I'intégrale cherchée.

12. y = pz + p (1 — p), équation forme Clairaut. '
Intégrale générale :

y=Cz+C( —QC).
Solution singuliére :

dy=(1 + x
1

13. y=pxr+a (1 —p*).
Intégrale générale : '

y=Cx4a(1 —C).
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Solution singuliére :

14. ay (d ) +(Qa:-—b)———y=0

Cette équation peut prendre la forme Clairaut : car si 'on

multiplie les deux membres par 4y et que I'on fasse y*=u,
dy d
d’ou de—i —-R-; , on trouve

@ (:—:)’4-(4.1: —‘26);—:-—4u=-0,

xdu a(du) bdu
=t i\& Taa)

L’intégrale générale est donc

ou bien

a b
= -C*—-(,

u=Cx 4 3 3

ou

_C ( b ac)

y - x_é + 4

Solution singuliére :

bay* 4 (2x — b =0.

' d dy\*
15. y*— 2ry d—i-}—(l -}—m’)((—t%) =1

L’équation peut s’écrire

-]

dx dx
D’ol, en extrayant la racine carrée des deux membres et
dy
remplacant — par

y=px+V1—p.




DE CALCUL INTEGRAL 191
Intégrale générale :
y=Cz+V1—C.
“Solution singuliére :
y’ =14 x.

Cest en travaillant I'équation proposée que Taylor, le
premier, a constaté I'existence des solutions singuliéres.

16. La distance d’un point donné 2 chacune des tangentes
d’une courbe, est de longueur constante. Quelle est cette
courbe? '

Si, par le point donné, on méne deux axes rectangu-
laires, I'énoncé fournit Péquation :

dy
.'/—xd*'x

— =4,
dy)"
,\/‘4‘(,],—3c
. dy
f: t —=p,
ou, en faisan iz 4

y=pr+aVi4p%
équation forme Clairaut dont Pintégrale générale est
y=Czx+aV14C,
et la solution singuliére, la véritable solution,
2yt =,
équation d’un cercle de rayon a.
L’intégrale générale représente toutes les droites tangentes

i ce cercle, et la solution singuliére est la courbe enveloppe
de ces droites.

17. Une courbe, rapportée 4 des axes rectangulaires, est
telle qu'en chacun de ses points, la normale est de méme
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longueur que celle de la droite menée du point & P'origine.
Quelle est cette courbe?
La question conduit 2 I'équation

s Vi+ () =very

Si ’'on éléve les deux membres au carré, on trouve
(‘Q)' =
dx y'
équation dont I'intégrale est
(y* — =" — ) (¥ + 2*— () =0.
On satisfait & ce résultat : soit en posant y*—z*—C=0,
ce qui donne pour la courbe cherchée une hyperbole équi-

latére; soit en posant y*+ 2'— C =20, ce qui donne un
cercle.

18. Trouver une courbe telle que la partie de chacune
de ses tangentes comprise entre deux droites rectangulaires,
soit d’'une longueur constante a.

Si 'on prend les droites rectangulaires comme axes des
coordonnées, ’énoncé fournit I'équation, forme Clairaut :

ap
y=px—+ —m .
L’intégrale générale est donc :
aC
Vite

Pour solution singuliére, on trouve :

y=0Cx+

2 2 [
x* 4 y‘ = a‘a
équation d’une cycloide engendrée par un cercle de rayon g

roulant dans l'intérieur d'un cercle de rayon a (fig. 6).
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. 19. On donne deux droites paralléles D et D’; un point A -
sur la premiére, un point A’ sur la seconde. Chercher une
courbe telle que, pour une quelconque de ses tangentes
rencontrant D et D’ aux points B et B’, le produit des
segments AB et A’B’ soit quantité constante b*. )

Soit 2a la droite qui joint les points A et A’ ; prenons le
milieu de cette droite comme origine, la droite elle-méme
pour axe des x et une droite paralléle & D et & D’ pour axe
des y.

La traduction de I'énoncé en équation est

(y — px)* —a'p* === b,

le signe 4 du second membre se rapportant au tas ol les
deux segments sont d'un méme c6té de l'axe des x et le
signe — au cas ou ils sont de c6tés différents.

L’équation précédente donne, forme Clairaut,

y=pr—+ \/m—_ﬁ.
L’intégrale générale est, par conséquent,
y=Cx 4V a’C* = b%
La solution singuliére est
%if=it
La courbe cherchée est donc une ellipse ou une hyperbole.

20. Une courbe rapportée 3 des axes rectangulaires est
telle qu’en chacun de ses points, la longueur de la normale
ct la distance du pied de celle-ci 4 I'origine, sont dans un
rapport constant a. Quelle est cette courbe?

L’énoncé fournit I'équation :

Vi (@)

dy,
ztyo

=a.

13
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D’olx ’on tire, aprés avoir élevé les deux membres au carré,

d 1
(a*—1)y* (‘-1%) + 2a'x.y % =y'—a'z".

Si 'on résout cette équation de nouvelle forme, par

d
rapport 4 y e comme inconnue, on trouve

dz
dy —a'x+=V(a®—1)y'+ a'x*
Yz ™ a1

D’od,

@ =1y 4o

Vie—1)y'Faz

et, par intégration,
Vie—1)y*+a2*=C=+z,
(a* — 1) (y* + 2% = C* & 2Ca,

équation d’une suite de cercles.

-1,

ou bien

C
Pour a =1, on trouve & = == — 3" équation d’une droite

quelconque paralléle & I'axe des y

CHAPITRE XIIL

INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES D’UN ORDRE SUPERIEUR
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Section I. — Equations sans second membre.

La forme générale de ces équations est

dy dty
I T A g =0, 1)

Aoy, Aus, ... Ay, A, étant des coefficients constants.



DE CALCUL INTEGRAL. 198

Si, dans les équations de cette forme, on fait y — ue,
u représentant une fonction indéterminée de z et ¢ une
quantité constante, on trouve :

du f(a) , d'u f'(a) d~'u  fi-9(q)
ufla )+ 1 Tdrr2 + - +d.'c"' 1.2.3...(n—1)
du
+ da:: =0

transformée dans laquelle f (a) représente le polynéme :
a4 A, a4 A"t e - Aja - A,

Notons avec soin que pour obtenir ce polyndme, il suffit
d-—!y

de remplacer dans Dléquation (1) :

e par a*,
a*!, etc., et y par a’ ou 1.

Cela posé, si I'on égale & 0 le polynéme, ce qui produit
Péquation auxiliaire

a*4 A, @t A, "’+"'+A|a+Ao=Oa (2)

il y a quatre cas particuliers A considérer.

Premier cas.

Si les racines de P’équation (2) sont réelles et inégales, en
les représentant par a,, 4, @; ... a,, 'intégrale générale de
I’équation (1) sera

y = Cje® - Coe®s® - Cye™* - . . Cye™,
Gy, G;, GCs, ... C, représentant les n constantes arbitraires.

Deuxiéme cas.

Si les racines sont imaginaires et inégales, et qu'on les
représente par
d.—l—p“’ —1 a,-l—p,V:
“1_-64\/—1, a,—p,\/—-—i

, ete.,
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lintégrale générale de I’équation (1) est
y = ¢%(C, cos B,x -} Cysin B,x) + e%* (C; cos By -+ C;sin Byx) - ete.
Nota. — Pour chaque couple de racines imaginaires,
Pintégrale contient donc une expression de la forme :
* (C cosP* 4 C' sin pr).

On peut simplifier cette expression do plusieurs maniéres :
si 'on y pose, par exemple,

C == Acosa et C'= —Asina,

elle devient
Ae* cos (Bx - A).

Dans tout ce chapitre, nous avons trouvé bon de conserver
la forme premiére et de laisser aux éléves de simplifier
. suivant la maniére adoptée dans le cours.
Troisiéme cas.

Si les n racines sont réelles et égales, en les représen-
tant toutes par a,, I'intégrale générale cherchée est

y == (C, 4 Cyx 4 Cga*+ --- + C,a*") en",

Qualriéme cas. ‘

Si les racines sont imaginaires et égales, en représentant |
chaque couple de ces racines par

o4+ V—I1, |
( oy—8 V=1,
I'intégrale générale sera pour deux couples : -
y = e [(C, + Cx) co8 fyz -+ (C; -+ Cyx) sin Ba];
pour trois couples :
y=e**[(C,+ Cyz - Cya?) cos p,x + (€4 Gz Ca%)sinpx];
et ainsi de suite.
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Cas général.

Si les racines de I'équation auxiliaire sont de différentes
sortes, I'intégrale générale de I'équation (1) se composera
de la somme des résultats que I'on trouve en appliquant &
chaque sorte de racines le cas particulier convenable.

Si le second’membre de 'équation (1), au lieu d’étre nul,
étaitj une quantité constante, on opérerait d'abord comme
si le second membre était 0, puis, au résultat, on ajouterait
le quotient de la quantité constante divisée par le coefficient
de y.

Exemple.
dy & &y &
AVt AT y—1|5d‘é—l54d—"{—-“4—-}—56y=0

da® d 8
A L’équation auxiliaire est
a® — 11a® - 49a* — 115a® + 1344a? —114a 436 = 0.
Ellea:

Deux racines réelles et inégales, 1 et 2.
Id. id. et égales, - 3 et 3.
Id. imaginaires 1 V' —1 et 1 —V/—1.
L’intégrale générale de I’équation proposée est donc :
y = C,e* 4 C,e* -}- (C; 4 Cix) €™ -+ ¢*(Cy cos x - Cy sin ),

ou bien

y = ¢[C, 4 Cye* - (C; + Cix) €+ Cycos x + Cqsin x .
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Exercices.

Intégrale :

y=Cie' 4 Cee %

dy dy

Tx’—gmd_x-l— (m*—n')y =m—n.
Intégrale :
1
— C (m4-n)z (m—n) z .
y le + Cie + m + n
dy dy dy

Intégrale :
y=Ce™ + (C,+ Csz) €.

d®

&;—ys — (3m* — n?) :—Z + 2m(m* 4 n?) y == 0.

4.

Intégrale :
y = €™*(C cos nx - C, sin nx) -} Cie~™*,

4
. Z—z—m’y=0.
Intégrale :
y = C,e*¥™ |- Coe~*"™ 4 Cycos x V'm + C;sinzV'm.
dty ddy d*y dy
. '—"'—"l b —_— — = ().
6. S5 — 12+ 62— 1367 4 469y =0

Intégrale :
y=¢e* [(C. + Cux) cos 2 - (C; -} Cyx) sin 2x)
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dy L dy dy
T - smod tamsd e "/’-}-Sm‘d—‘z—m'y-=0.

Intégrale :
y = (C, 4 Gz 4 Cyx*) ™ 4- C, cos mx < Cysin ma.

dy d% d‘j d‘y d’.’l d!/

Intégrale :
y==(C,4-C,x)cosx-4(Cs{-C,x)sin x+(C,+C,x) e*4-C,e*—2m.

Secrion II. — Equations avec second membre.
La forme générale de ces équations est

dmy drty d*y
dxn—l— L -—|+ R .-z+ +Al +A0y=x

A, ., Asy .o Ay, A, étant des coefficients constants et X une
fonction de z.

Rappelons les deux méthodes principales traitées dans
les cours, pour obtenir I'intégrale générale de ces sortes
d’équations.

1° Méthode de la variation des constantes arbitraires ou
méthode Lagrange.
Si Péquation est de deuxiéme ordre, ou de la forme

dy dy
d—x.-l-ArJa;-l-Ao!/’—'x»

et que 'on représente par y, et y, les intégrales particuliéres
de I'équation sans second membre, I'intégrale générale de
I’équation pourvue de son second membre est

Y= cl,'/l + Cx'la)
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mais 3 la condition de considérer C, et C, comme des fonc-
tions de z qu’il faut déterminer par le systéme d’équations :

d(‘ dC
— _'Ii + _’Jz =0,
d(,, dy, | dCydys
| drds " dzdz

Si I'équation est de troisiéme ordre, cest-d-dire de la

forme

d’y dly dy

Ex—s+Ag‘;§+A| +Aoy=h
et que P'on désigne par y,, ¥, s les intégrales particuliéres
de P’équation prise sans second membre, I'intégrale générale
cherchée sera

y= Clyl + C&'/ﬁ + Cz!/m

A la condition de considérer C,, C; et C; comme des fonc-
tions de £ qui doivent étre déterminées par le systéme
d’équations :

dC, dC,

dx bl /1 ‘+‘ Ys + y; =0,

ﬂ @ dC, dy, n dC; dy, -0
dr dx | dx dx ' dr dx ’
dC, &'y, | dCyd'y, | dCG dys _

dz dx* ' drdz' ' dx dx®

et ainsi de suite.

2 Méthode des coefficients indéterminés.

La théorie prouve que pour obtenir I'intégrale générale
de I'équation avec second membre, il suffit d’ajouter une
intégrale particuliére de cette équation 4 I'intégrale générale
de I’équation sans second membre.

Or, la méthode des coefficients indéterminés permet
d’obtenir une intégrale particuliére de P’équation avec
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second membre, quand celui-ci est une fonction entiére

de z,
Az 4 Bx"* ... Lz 4+ M.

Dans ce cas, si I'on représente par Y I'intégrale particu-
liére cherchée, et par «, 8, ... A, u, des coefficients indé-
terminés, on pose :

Y=o0ax"+ gz 4 --- 4+ rx 4,

puis, substituant Y et ses n premiéres dérivées dans ’équa-
tion proposée, on obtient, en identifiant les deux membres
de P'équation résultante, les valeurs de «, 3, etc., valeurs
qui, substituées & leur tour dans Pexpression de Y, four-
nissent I'intégrale particuliére.

On peut encore obtenir une intégrale particuliére de
’équation avec second membre, quand celui-ci est de I'une

des formes :
A sin mx, A cos mx ;
et
Ae™.

On pose alors respectivement :

Y = « sin mx 4- g cos mx,
et
Y p— ae'";

puis 'on détermine a et 3, comme plus haut.

Exemple.
Soit ’équation
d®y Qd’y dy

Yy —Y 9y =2t
dx? dx? dx+y x

Intégrons-la d’abord par la méthode de la variation des
constantes.
L’intégrale générale de 1'équation sans second membre est

y = Cee* + Cee™ + Goe™;
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et cette méme équation sera I'intégrale générale de la pro-
posée, & la condition d'y considérer C,, C; et C; comme
des fonctions de # qu'il faut déterminer par le systéme

d’équations :

dc, ., dC, _  dC,

— —F — ==0
dx e+ dz ¢ + R ’
dc,  dc, dc,

—_—f — —— ™ — == 0’
dx ¢ dx T2 dx ¢

de, ,  dC, . dC, .
Ee‘ + -&?6 + § ae =X

De ces équations, I'on tire :

|
it L 6 =g f e,
dé, 1 ) L
-d—x-=6$5(’:, D’ou (q=§/$86’dxy
dc; 1 3,~2r ! 3 o2
$=§xe R C;=§/.te dx.

Puis, l'intégration par parties donne :

C.=A,+%e"(a:’-|— 3z 4 6x - 6),

C,=A,+%e'(x"’—5x’+6x—6),

3z  3x ')

1 fd 3
Coom Ayt _,.(_ @ 35
r=h—getigt ot s

Ay, A, et A; étant les constantes qui généralisent les inté-

grales.

Substituant les expressions de C,, C, et C; dans I’équation

Y = Cye" 4 Gy~ - Gye*,

on trouve pour lintégrale générale cherchée :

3z 18x 13
y=A.e’+A,e“+A,e"—|—§- +T+T+§'
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Intégrons, en second lieu, P'équation proposée par la
méthode des coefficients indéterminés. Puisque le second
membre est £°, posons :
Y = a2 + px* 4 yz + 4.
D’olx -
o= Bar' Yz + v,

dY
E=6ax+2p,

ZF=6¢.
Substituant les valeurs de Y et de ses .dérivées dans
P’équation proposée, on trouve :

62 — 12zx — 48 — Bax’ — 2Bx — ¥ J 2ax® - 26"
+ 2vx 4 20 = «*.

Pour que les deux membres de cette équation soient
identiques, il faut que
2 =1,
—3a428=0,
— 12z — 28 2y =0,
6o — 48 — o 4 20 =0.
D’olt 5

o=

’

N | =

L’intégrale particuliére est donc
2*  3a A8z 18
T=ytataty
et I'intégrale générale :
x 3z 1%z 18
y==C.e'+C,e"+C,e"+;+—4— + T+?'

On le voit; Iintégration par coefficients indéterminés est
plus rapide que Pintégration par la variation des constantes.
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Ewxercices.

d'y

dy .
1. E—-Gd—x--i—w:sx —z 43

Intégrale générale :
¥ =(C, 4 Cyz) € +

B+ x4+ 9
; 27

dy
2. E+y=sécx.

Intégrale générale :
y =0C, cos x + G, sin x 4 x sin x |- cos’x log (cos x).

d’y dy ox
3. Td;‘ —9 &;—I— 20_'[ e,
Intégrale générale :
|
yme(C,HGer 4 3em).

d*y dy __x
T T Y Ty

Intégrale générale :

e¥dx
- ~3z -2z .
y=Ce" +Ce* e /1 2

Intégrale générale :
n ,
" (3m +log n) (2m — log n)

y J— Cleinz + C'e—l-u
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+ —|—dx+y=x +5x’-|—6x+6

Intégrale générale :
= C, cos x -} C, sin & - Cze~* 4 x°.
dby dy dy o
1. e 6-‘;—-, 9£+ t4y = sin x.
Pour avoir une solution singuliére, poser

Y = asin x -}- fcos x.

Intégrale générale :
sin x [ 1] x

y = Ce* | Cee™ “—}—C,e""—}- +

&’y d'y dy 2xe'
8 bt ==
Intégrale générale :
e*dx edx
= e* (] 2z .
y=¢e [C,+C,e -} Cye'™* - 2¢* l-—l— 2/l+x]
dy d‘y
9. i +y cos ma.

Pour obtenlr une intégrale particuliére, poser
Y = « cos mx.

Intégrale générale :
y=(C+ Cx) &+ (Cs+ Cix) e +

COos mx

mry
dy by = ot
10. E_._.my._x +L

Intégrale générale : .
1
y = Gye™ 4 Cye~™* - C; cos mx - C, sin mx — p ;I; ..
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d'y dy

Y
11. P 6+ d® d’+dx—y=Ae-.

Intégrale générale :

Y= (Cit-Cyz)o0s s+ (G-t Ceasin 4 Coor 20~

d‘ d* .
y_|_5dz‘+5d—:’-+y=Asmmx.

Intégrale générale :
y==(C,+ Cyx 4 C5x*) cos £ - (C;}- Cyx 4 Cox*) sin x —

Asinmzx

G

CHAPITRE XIV.

INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES D'UN ORDRE SUPERIEUR
AU PREMIER ET A COEFFICIENTS VARIABLES.

La forme générale de ces équations est

dn d-—l du—!
(Ia;y" + X"' dx"? + X,,_, =3 + -+ X, + Xy =X,

Xoaots Xz ... X, X, et X représentant des fonctions de z.
Point de méthode générale pour intégrer ces sortes
d’équations.
Intégrables, quand elles ont la forme particuliére

(a4-bx)" d. ~+A, (a4 ba:)"“ T + An_o(a—+bx)-? d':_"i

+..._|_A,(a+bx)d—Z+Aoy=X,

Ao, A, . Ay Ay, ainsi que a et b, étant des constantes.
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Dans ce cas, pour obtenir I'intégrale générale de telle
d’entre elles, on pose d’abord

a4 bx=r¢,

ce qui produit une équation transformée en y et ¢, linéaire,
de méme ordre, mais & coefficients constants; puis, dans
I'intégrale de celle-ci, on remplace ¢ par sa valeur en z
(LEGENDRE, Mémoires de I' Académie, 1187).

Mais, en général, I'inspection attentive des équations dont
il s’agit et 'habitude de I'analyse, peuvent seules fournir
des procédés particuliers d’intégration, procédés dont le
plus fréquemment employé est le changement de variable
indépendante.

Exemple 1.

Soit ’équation de la forme particuliére précitée :

d*y a dy xzt+1
13‘-’—13—37’(-‘—:;+9xa—2y= + .

Si I'on fait £ =e', le changement de variable indépen-
dante donne (opérer comme dans ’exemple II, chapitre VII,
Exercices méthodiques de calcul différentiel),

dy dy d’

Dy — o ~

PT dt’+b —oy =t
équation dont I'intégrale générale est

y= e (G G e g — o

" Remplacant ¢ par sa valeur en x, on obtient :
1

1
y=C,.’!:'+(C,+ C,logx)x—{—zx'-—m

pour Pintégrale générale de I'équation proposée.
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Exemple 11.

e Y, 2dy dy , ,dy
Sondx'-'_zdw-l—m‘y =0 ou zd?+2d-‘—c+m‘xy=0.
De ce que

dizy) &y  dy

P = R
P'équation peut s’écrire
d_'(_@
dx*
D’ol, par intégration,

xy = C, cos m*x 4 C, sin m’x,

m'(xy)=0.

et, par suite,

y -:: (C, cos m’x -} C, sin m'x).

Soitx‘g—mﬁ/=0.

Si I'on pose 1

I’équation devient :

et si 'on intégre cette transformée par le procédé de
Pexemple II, puis que, dans le résultat, on remplace f par e

on obtient pour intégrale de I'équation proposée :

y==c (C,e ;-i— C.e—?).
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Exercices.

&
1. d-", 4x—+ 6y = (log @)t -+ 1.
Intégrale générale :
y =G+ Ca® o & (logx)'—l—— ogx+m'

2. (a4} x)'%—5(a+x)%+iy=(a—l—x)".

Intégrale :

y=[C, + Cslog(a + x)] (¢« + x)* 4- E:‘n"tz)):.

&y 2dy ( )
3.d_;’ a:dx+ ——m'|y=20.

L’équation peut s’écrire :

dz* m’ (%) =0

et donne pour intégrale :

ay;= Cye™ 4 Coe,

D’ou, le résultat cherché :
y = x (Ce™ -+ Cee=™).

a* d
4. x’a‘é-{-lmﬁ——(m‘x’—ﬁ)y=o.

L’équation peut s’écrire :

dz'y) (g
T mé(x’y)=0.

14
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Intégrale : .
y= ;;(C-C"" + Cye==*).
dy y
o= —— =
5. = dx* Tix 3y ==’
Intégrale :

y = C,&* - C, cos (log x) 4 C; sin (log ) _%.

d® d* A d
6. (1 +a 25+ 901 + ot Tx+ 1801 + ) 2 46y

=log(1 +- ).
Intégrale :
G, Cs G log(1 +-2) 41
SietiraturaT 6 5
5
1. xi———l-:’:d!,—xy:no
dx
L’équation peut s'écrire :
& (zy)
e — xy=0.

Intégrale :
y =:; [C,e‘ + e_;(C, cos ;V.’;—l— Cssin ;\/3)]

8. x——l—y 0.

Intégrale :
(cuens 4 casin)
Y= .cos;-{—,,sm;-
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a d
9. x‘#—?x"i—":+(2x’+m’)y=0.
Poser d’abord . o 1
Tt
Intégrale :
m .. m
y=2 (C,cos;—{—c,sm ;)-
d‘ 3,
10. x‘zy;—l—ﬁx‘::—x‘z d’y-{-& 5l——i-y-==:c"‘
Intégrale :

xﬂ

€1

G, 2
y=C,x+;+(Ca+Ctl°5x)x +‘m

y+21—+xy—0

Rappelons que toute équation linéaire, de 'ordre n et
sans second membre, devient de 'ordre n — 4, si 'on y

fait y = e/,
Ainsi Péquation proposée devient :

d
o+ (w2 =0;

et si 'on pose de nouveau,
utxrx=z,
Péquation transformée est
(—lf +z22—1=0.
_ dx
Intégrale :

1 + 3’((:1-’)
= | — e*C-® :
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D’ou
1 + 3‘ (Cy—rx)

] — e

1 + e:(c, :) >
/ udx = f 7 ey 4 / xdx.
Les intégrations du second membre effectuées, on trouve :

Juds=a+loglt— e — Tt G,

U=

Donc zlog[1—et€1-9)] —%2 + C,
y=ce .
d’ dy
12. =2 8x—+16xv/=0
dz*

En procédant comme dans l'exercice précédent, on

obtient :
y == e log cos 2(Cy—x) 4 2x2 +cg.

CHAPITRE XV.

INTEGRATION DES EQUATIONS NON LINEATRES D’UN ORDRE SUPERIEUR
AU PREMIER.

Ces sortes d’équations ne sont intégrables que dans des
cas trés particuliers. Parmi ceux-ci, nous rappellerons
seulement ceux qui présentent le plus grand nombre
d’applications.

{1° Intégration des équations de la forme

/(d"y, a:) = 0.

dx”
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Si I'on résout par rapport a ;t;y

, on trouve
dry
dx* !
X représentant une fonction de z. :
Ce résultat peut s’écrire :

D’ou,

et, par intégration,

dnmly
dz—t =/Xda: + C]o

213

Ainsi on abaissera successivement d’'une unité I'ordre de
la dérivée, jusqu’d ce que I'on obtienne I'expression de y.

Excomple.
Soit I’équation
() -
—| —xt=0.
dx®
On en tire : .
d
kSR
dx®
Et, successivement
d'y x?
L=+ —+C
dx? 3 + G
dy _

y==* 545‘*’ ,2+c,x+c,
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20 Intégration des équations de la forme
(e by
dx*' dx” ’

c'est-3-dire ne renfermant que deux dérivées consécutives
d’ordre quelconque.

On pose d'y
P &;-_—'=p.......(i)
et’'on a J
P
f(p,;x-)—o e e & e e (2)

équation du premier ordre en p et £ qui, conjointement
avec I’équation (1), donne I'intégrale cherchée.

Exemple.

Trouver la courbe dont le rayon de courbure est une
quantité constante a.
La traduction analytique de I'énoncé est

]

d'y
dz*
"Posant J
Y __
a'x—— P, L T S (i)

on obtient s
U +pF_
dp

dx

a . .. ... (9

De I'équation (2), I’on tire :
adp
4+ pY

d:l‘==
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et, par intégration,
ap
Vi+yp

X =

+Ch . . .. (3)

d’ol facilement
' x — C,

Va —(z — C) .
Substituant cette valeur de p dans (1), on trouve
(x —Cldx

p==

dy =

et, par suite,

y=—Va —(z — ) +G,
@—CY+(y—C)y=a,

équation d’un cercle de rayon a et dont les coordonnées du
centre sont C, et C,

On aurait obtenu le méme résultat en portant Pexpres-
sion de dz dans I’équation (1), ce qui elt donné

ou

dy—a pdp !
A+ pY
et par conséquent,
- a
' = — G . . . .. (4
y W_l- 4)

On n’aurait plus eu qu'a éliminer p entre les équations
(3) et (4).

3¢ Intégration des équations du second ordre, de la forme

dy d’y)
le 2 2 =0
On pose
d
Yep, .. )

a0
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ce qui donne

f(x,p,%):::O, )

équation du premier ordre en p et & qui, conjointement
avec I'équation (1), fournit I'intégrale cherchée.

Exemple.
Soit I'équation
d'y (dy"
2 _J =7 =),
A+ 5+ () +1="0
En posant
- 0
=P
on trouve :
1 +2 g1 =0 @)
w TP 3 e e e e
ou bien, J p
P T 4.
itp s "
et, par intégration,
Ptz ) _G—x
el O i

Substituant cette valeur de p dansI’équation (1), on trouve :

d _C,—x
Y =1¥ce

dx,
et, en intégrant,
Cy= (14 C)log (1 4+ Cz) — Cix 4- C,.

40 Intégration des équations du second ordre de la forme

o 290
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De telle équation, l'on tire :
d*y
Pl
Y représentant une fonction de y.
Multipliant les deux membres par 2dy, il vient :

d. (:—z)’ =2Ydy;
et, par intégration,
() =2 /vy +c.
- %
“Vajva o
et, en intégrant de nouveau,

x=c!+f——‘i_y—:°
Va/vdy+c

D’on
dx

Exemple.
Soit 'équation
“ dy_ 1
dz* 4 \/g
La multiplication des deux membres par 2dy donne
d. (@)’ _%
dx/ 9Vy
et, en intégrant,
dy\*
E‘) = V; +Gi;
X
d’ott J
dx = J H
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ou, en faisant y = 3%,

2
o — 2202

z+4 G,

et, par nouvelle intégration,
5 -
z=z(s— 2C)Vz + C, - C,.
Remplacant 2 par y, on obtient, pour intégrale cherchée,

x=§(y% —2C) Vgt + G+ Cs.

3o Intégration des équations du second ordre, de la

forme

dy d'y)

f(l’, d-—x) (—';; —Oo

On pose

dy

-&;=p........(i)
Dot

dly dp

"E,=p‘7;,-. ......(Q)

La substitution fournit

f(y, p,pgs)=-0, N )]

équation entre p et y qui, conjointement avec I’équation (1),
donne lintégrale cherchée.

Excemple.

Trouver la courbe dont le rayon de courbure est propor-
tionnel 3 la normale.
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L’équation différentielle de la courbe est

dzt
ou, en simplifiant,
(] -m
+ dx y dr*
L dy ay dp .
Aprés avoir remplacé e parp et e parp @, on trouve :

pdp dy
y

1+4+p

S~

et, par intégration,
2 2

log (1 + pY =;‘logy—1;logc,.

D’ol

o=y

et
2

p= (ly— .
. C 1
. . dy
Par suite, I’équation =P donne :

d
dgm—

V(e

équation différentielle dont I'intégration est possible dans
les cas suivants :

1c Sim=1,
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et, aprés intégration,
2
£ =Gy 4 C, log ["’ + (") 1]
1 C!
Dol a—cy

Ce & =y+Vy'—CF,

(‘ ~Cg z—C.
=3 [+

équation d’une chainette.

et, par suite,

2 Sim—92,
dy

y
2
C,

et a‘-——Q‘/E,‘/ y—'(.l|+Cg‘
ou (x — G =4C, (y —C)),
équation d’une parabole.

d.’l.‘=

8 Sim=—1,
dy __ Yydy

Vi

et x=—VC — ¢ y'4-C,,
ou Y+ x—C)y=cp,
équation d’un cercle.

dxr =

4o Sim=—2,
dy __ ydy

CR

équation différentielle d’une cycloide dont le cercle géné-

dx =

rateur est de rayon §'
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6° Intégration des équations du second ordre, homogénes
dy &Y
= ot —= .
eny, o- et o5
On abaisse d’une unité Pordre d’une telle équation :

Soit en posant,

— fnd;
y=e,
(u étant une nouvelle variable dépendante),
d’ol ,
‘_;'/_ j— fud:
T ue/ 4,
et - p '
dy _ (du ) [t
dx* (dx + ) e
soit en faisant,
dy dty
P e u‘y et i vy,
(u et v étant de nouvelles variables),
d’out
du v .
dx u.
Exemple.
Soit I'équation
. dy
dy (dy)’ Y iz
e dz) ~ 1+o
P day dy . S
{1° Si 'on remplace y, e etd_a:—’ par e/*#, etc., I'équation
devient :
(i'f + u'l)e! wilz ___ uie! 7. J— ué’ -d:.
dz 1+’

et, aprés simplification,
du u

dz 1+«

’
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d’otx
du dx

u 142 )
Intégrant, on trouve :

log u =log (1 4 x) 4 log C,
ou

u=0C (1 +=x).
De 14 résulte :
udzx =C, (1 4 x) d,

ﬁdx =G, (a: +- %') +C,.

. L'intégrale cherchée est donc
o=+ 2)+e

Yy=e

2¢ Si I'on pose, par le second procéds,

dy a@
d—x = uy et (—i;; = vy,
I’équation devient :
syt MY
vy’ —u'y Ttz
et, en simplifiant,
—w—— .
Y
Or, p
u
— 2 —
v u dx
Donc
du _u
dr 1+
D’ol
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La substitution de cette expression de 4 dans équation
ay uy, donne :
=" '

d
§=qu+@n,

et, par intégration, le méme résultat que par le premier
procédé.

7o Intégration des équations du second ordre, homogénes
en z, y, dz, dy et d'y.
On démontre dans les cours que si 'on pose :

ye=ux, . . . . . . . (1
dy=mpdx,. . . . . . . (2
et dw=gm2.... C .. (3)

z et dx disparaissent de telle équation, laquelle prend la
forme : '
F(u,p,q)=0;

d’ou
q="{(u,p)
D’autre part, les équations (1) et (2) fournissent :
dx du
= 4
= #)
et les équations (2) et (3) :
dx dp
| =7 )
Dol
du dp (©)
p—u  f(up)

équation du premier ordre entre p et u qui, conjointement
avec les équations (1), (2) et (4), fournit I'intégrale cherchée.
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Soit Péquation

#[vz+ @] -

Multipliant les deux membres par dz*, on a :
a*(yd'y + dy’) = y'dx”.

L’équation proposée est donc homogéne et du 4= degré
en z, y, dz, dy et d%y.

Cela étant, en vertu des équations (1), (2) et (3), I’équation
en question devient :

uq 4 p'=u',

d’otx
u! — PI

—-

q—

La substitution de cette expression de ¢ dans I'équa-
tion (6), donne
du udp
= 2?

p—u w—p

ou, aprés simplification,
udu - pdu +- udp =0;

d’ol, en intégrant,

ut C,
_—— PU = —
g TPU=F
De 13 résulte
__C,—u‘.
P= %

Subslituant cette expression de p dans I’équation (4), on
obtient :
dx Qudu

x C| -_ 5“”
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et, par intégration,
1
logx=—§log(c, — 3u*) -+ log C,,

ou .
r 1
G (c,—3wi
D'ou ‘
C! — 5"’ = .

.'E’

Remplacant u par % , on trouve pour I'intégrale cherchée :
. Ca* — C .
3x
Exemple 11.
Soit I’équation ay? oy
() = 7

expression analytique du problémetraité au 8° de ce chapitre.
La multiplication des deux membres par dz*, donne

dx® + dy* = myd’y
et 'emploi des équations (1), (2) et (3),
14 p'=muq.
D’ou
149
1= "nu

Substituant cette expression de.q dans I'équation (6), il

vient :
du udp

=m .
p—u 1+
Ici, faisons usage d’une transformation remarquable,

abrégeant de beaucoup le calcul, quand aprés la substitu-
13
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tion de ¢ dans I'équation (6), le second membre de celle-ci

est de la forme ﬂ—

f(p)
du
Remplacant 7

dz
S par— , équation (4), puis multipliant
les deux membres par 5, il vient :
pdz_, PoP_
ux 1+4p
ou, en vertu des équations (1) et (2),

dy _ pdp

=M

Y 1T+
L’intégration donne

log y = % log (1 + p*) + log C,
ou
i

S={14+p"
D’ou

(z:‘.) =+
=V (-

Vi

G

et

ou bien

De 13

équation différentielle trouvée au 5° par une autre méthode.
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Eaxercices.

1 - x a? x
.'/_;1" +Clm+cs|—'é+csi+cb

d*y\* .
2. (a?) — (2
T
mF 2t HnT6)

d’y dy\*
3. FE"'\/'_(JE) =0.

y = sin (x — C,) 4- C,.

y==+2

x* x
+C 5 +CGy+C

d'y dy (dy)‘ .
Lw=wV e %

ax — C,

y=logtang(17:—|- - )+c,.

dy) ; o« d'y
5 [‘+(a'] ~%ds

On trouve :

dp  2xdx

A+ @

puis, par intégration dans laquelle on prend % pour

constante arbitraire,
p __a'+ab
Vigy @
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D’ou,
_ x*4-ab
Vet — (x* 4 ab)*
et, par suite,
(x* + ab)dx

Vv a‘—(x’-{—ab)’.

Cest I’équation de la courbe élastique.

d'y (d.v)’ dy
6. (m-}—a)z‘?—{—x% =
On obtient d’abord :
d 2
dp— px_=—px.dxa
r4-a x+4a

2
équation dont l'intégrale, dans laquelle % désigne la

constante arbitraire, fournit :

2(x+a)

_—
xt— C‘
Dol

y — Cy=log(«* —C}) —I— ~ log (w — C')

PR
a
1. y‘zj-’,+1=o.

1
m=é‘\/ C’y‘+1+c’-
)

diy dy\*
sy g+ () =1

z=Vy'— C 4G
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dy) ¢y (dy)’ o [y )
S (d:l: YT dx +d \dz* J

On trouve d’abord :

dp . (dp)’ :
=g ee]
équation forme Clairaut dont intégrale est
p=Cy-+nV1 +a'C. ,
D’ou
dy
Cy +nV14a'C

dx =

et

x=cilog(C.y—|—nl/ 1 +a'C}) 4 C, -

Si ’on élimine C, entre I'équation

p=_Cy +nV'1 4 *C

et sa dérivée par rapport & C,, on obtient pour solution
singuliére :

Vi —y

p = ——y. FY

a

d’oli, en vertu de I'équation Z—Z =y,

c
y=nasinx+ .

10. 2%y %=(1 + ) (%)’

1
- eci‘_é-: log (1 4+ Cy2) + C2
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n —
d'y dy (dy)’ dx
e e P Ry
dy ay

Si I'on pose, Fraal et i B on trouve pour trans-
formée:

du—uﬁ= nuldx i

Va —xt

et, en intégrant,
X

nVa—ax*4C,

12

D’ol, en vertu de 'équation %= uy,

dy xdx
¥y naVa —z'4C

et, en intégrant de nouveau,

nV &t —2* =C,log (nV'a* — 3% 4- C,) — n?log Cyy.

Yy dy(d
12. ¢ ¥ yt¥+ay

dr* ~ dz\dzx
équation homogeéne en dz, y, dy et dy.
On obtient d’abord
g= pip+a)

u

D’oli, en vertu de I’équation (6},

du udp
p—u plp+a)

Transformant comme dans I’exemple I1, cas 7°, on trouve :

y —_ aC‘
C,

p=
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. dy
puis, 4 cause de o P,

x — Gy =C log(y — aC,).

équation homogéne en z, y, dz, dy et d*y.
On obtient en premier lieu :
g=(u—p)
et, par substitution dans I’équation (6),
dp — pdu = — udu,
équation linéaire dont intégrale est
p=u-1-4 Ce".

Substituant cette expression de p dans 1’équation (4), on

trouve :
dx du edu

T 1+Ce e +C

et, par intégration,

C,
zme"‘_{—(}‘;
d’ou
- x
C,— Gt
ou
lo, x
T —Ca’
ou encore
l X
y== ogC,—C.ac

C'est Pintégrale demandée.
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14

Y tang 2.
S tang a
On tire de cette équation,
dy
== . '.ﬂ —_—
8§ =a. arc tang i
et, en dérivant,
dy
ds dx?

- ds Y / (dy)’ S
Si ’on remplace e par 14 i , il vient

&y
Vit
‘+(£)

o dy : d'y
[' +(d—)] =0

Cette équation a été intégrée dans 'exemple du cas 2°.

dy)’
18. 2(s 4 1) —= («E :
Si'on opére comme dans I’exercice précédent, on trouve :
dy)" dy d’y .
équation dont I'intégrale est

Yy "x_20|“ (x—Cy)*—1— %log [(x —C)+V (x—Cy) —'] +C..
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16. La projection du rayon de courbure d’'une courbe
sur une droite donnée est de longueur constante a. Quelle
est cette courbe?

Prenons la droite pour axe des z et une perpendiculaire
A cette droite comme axe des y.

Si I'on représente par « I'abscisse du centre de courbure
d’'une courbe, la projection du rayon de courbure sur I'axe
des x est.

dy)“
1+ (tE dy
d'y dx
dz*

r—a=

L’équation différentielle de la courbe cherchée est donc

dy)’
1 A
i (dx dy a (Cas 29)
dy  dx )
dx?
'On obtient d’abord :
P
p(14-p)
et, par intégration,
=G g L)
a l/‘ +pi
Par substitution de I'expression de dx dans I’équation
% =p,ona:
adp
dy = ’
et, en intégrant,
"i_a—c’=arc(angp. B )]



2341 EXERCICES METHODIQUES

L’élimination de p entre les équations (1) et (2) donne
pour la courbe cherchée :

z — G, y-—C._
a

=1 i
0g sin ~—

17. Une courbe, passant par I'origine des axes rectangu-
laires auxquels elle est rapportée, est telle que si, par un
quelconque de ses points, M, on méne 'ordonnée MP et la
tangente dont la longueur est MT, I'aire du triangle MTP
est proportionnelle & I'aire OMP comprise entre la courbe,
Iordonnée MP et I'axe des abscisses. Quelle est cette
courbe?

La traduction analytique de I’énoncé est

Si I'on dérive cette équation, on trouve :

dy 2—2 (dy)' .
d_x’—__y— E; (Cas 3 ),
et, par intégration,

201

Y

= a— TR

équation d’une parabole d’un ordre supérieur.

18. Chercher une courbe telle que I'arc, compté a4 partir
d’un point donné, soit proportionnel 4 la sous-tangente
augmentée de I’abscisse.

L’énoncé fournit I'équation

Yy
T =
dx
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Si I'on dérive et que dans le résultat on remplace II‘% par

\/ 14 (Z—Z)', on trouve :

Py (g ) .
eV o
équation différentielle dont l'intégrale est

cz y¢+l
2 = C, — — .
=G sy

CHAPITRE XVLI.

INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAIRES SIMULTANEES
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

L’intégration de tels systémes d’équations qui renferment
3, 4, etc., variables, dont une seule indépendante, peut
g'effectuer par deux méthodes : 'une our 'on emploie la
dérivation pour éliminer les variables dépendantes, une
exceptée; I'autre qui procéde par indétermination. (Méthode
de d’Alembert.) De ces deux méthodes, nous ne rappellerons
ni n'appliquerons que la premiére qui conduit aisément,
pour déterminer la variable dépendante non éliminée, &
I'intégration d’'une équation linéaire 4 coefficients constants;
intégration dont nous avons présenté les différents cas,
chapitre XIII.

Soient les deux équations linéaires simultanées de pre-
mier ordre

Z—'Z-::F(x,y,z), N ()]

dz )
ﬂr:f(x,y, z). B )]
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Si I'on dérive la premiére et que, dans le résultat, on

dz
remplacej—iet par les seconds membres des équations

proposées, on trouve :
dty
d—‘/'==F,(a:,y, 2. . . ... (3)

et si 'on élimine z entre les équations (1) et (3), on obtient
une équation linéaire de second ordre qui, intégrée,
donne y en fonction de x, avec deux constantes arbitraires.

Quant & ’expression de z, en , avec les mémes constantes
arbitraires, elle est donnée par I'équation (1) dans laquelle

d .
on remplace d’abord y et d—i par leurs valeurs respectives.

Soient les trois équations linéaires simultanées, de pre-
mier ordre :

dy
i —=F(x,y,z,0), . . . . . (I
Sdr (® 92,0 ()

=flx,y,2,t), « . . . . (2

dx

dt

I =9p(x,y,2,t). . . . . . (3

Si I'on dérive deux fois la premiére et que, dans le
dy dz t(lt
dz’ dz ~ dr
par les seconds membres des équations données, on obtient :
dy
dz*

résultat de chaque dérivation, on remplace —~

F‘ (z Y, %, l) e e e e e e (4)
et
T g ! 5)
e WX, y,z,0) . o o L L |
L’élimination de z et de ¢ entre les équations (1), (4) et (3)
fournit une équation de troisiéme ordre qui, intégrée,
donne y en fonction de x, avec trois constantes arbitraires.
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L’élimination de { entre les équations (1) et (4) donne une
équation de laquelle, aprés-avoir remplacé y, Z—Z et % par

leurs valeurs, on tire I’expression de z.
Puis I'expression de ¢ s’obtient au moyen de 1'équation (1)

d
dans laquelle on substitue d’abord d y, 4 z et & d_Z’ leurs

valeurs respectives.

Méme marche d’intégration pour des systémes de 4, 8, etc.,
équations linéaires de premier ordre.

Si les équations simultanées sont d’un ordre supérieur,
on les transforme de maniére que I'intégration soit ramenée
A celle d’équations du premier ordre.

Soient, par exemple, les deux équations linéaires simul-
tanées de second ordre :

d'y ( dy dz)
= \DY 4 &)

dz . dy dz)
e i g
d d

Si l'on pose :d—z =y eté =2’, on est ramené 2 I'inté-

gration du systéme des quatre équations de premier ordre.

dy

d'—x—‘.'/’

dz

- =2,

«x

‘ yl
T"‘F(-T'y9zvy"z')s
dz’ /( z "3
— =[X,Y,2,Y, .
1z 1Y52:Y,7)

Tels sont les procédés que 'on pourrait toujours suivre
rigoureusement pour intégrer, quand Dlintégration est
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possible, des équations linéaires simultanées 3 coefficients
constants.

Mais, sans donner aux équations les formes explicites
sous lesquelles nous les avons présentées, 'examen de tel
systéme particulier d’équations suggére souvent des moyens
d’arriver au but plus simplement, tout en restant dans
Iesprit de la méthode.

Exemple 1.
Soient les équations

{
%—-“y—lﬁz=l+a’,- S ()

dz
a_}.2‘1/—|--:.=l—:l:. P )]

Dérivant la premiére et substituant, dans le résultat, la

dz
valeur de — donnée par la seconde, on trouve :

dzr

&’y dy

—— — -"2 == —_— o . .
ot “d + 52 4162 =17 — 16z (3)

et en additionnant, membre & membre, les équations (1)
et (3), afin d’éliminer z,

&y

dx?

10 +Qly—18—i5x,

équation linéaire de second ordre, 3 coefficients constants,
dont I'intégrale générale est

— x C 71;_
y = Cie* 4 Cye x—{—“ﬂ

dy 5
di 30,6 - TCye™* — .
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- . : d
La substitution de ces expressions de y et de d%:l dans

I’équation (1) donne ensuite :

68

1 R 3
— e— — : —_— s - ——
z 2({9" Cge +7x 147

4

Exemple 11.

Soient les équations
i d
ﬁ—{—bz+ct=0,. )
dz
(—l-:;+a'y+c't=0, R )]

dt )
E+a"y—}-b’z=0. A )]

Dérivant deux fois la premiére et, dans le résultat de

dz  dt
chaque dérivation, remp]acant— et — in par leurs valeurs

dx
fournies par les équations (2) et (3), on obtient :
d!
da,y (ba’ 4 ca”)y — cb’z — bt =0, . . (4)
et
d’y ’ pr ]} Uy
‘-l?—(ba Le +(cab' +-bc'a")y 4 be'd"z 4 cc'b"t=0. (5)

Eliminant z et ¢ entre les équations (1) et (3), on trouve :
v e 3Y ,
g — (b e - eb7) 7 - (ca’h” 4 be'a") y = 0,

équation linéaire dont P'intégrale générale est

y == C,e% - CoePr - Cye?",
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quand on représente par a, {3 et y les racines de I'équation
auxiliaire

— (ba’ + ca”” + ¢'b”) r 4 (ca'd” -}- bc'a") = 0.
L’expression de y donne :

d
= — G e 7 Coe,

et
2

d
a—y’ = a'Ce%* } B'CyeP |- 5 'Cpe?”,
puis, en éliminant tour 3 tour { et 2 entre les équations (1)

et (4) et dans chaque équation résultante, remplacant y,

d .
_y et =Y par leurs valeurs, on trouve les expressions de z

dzl
et de t.
Exemple 118,
Soient les équations
dy
‘1—.2’+9y+42=e'.. N ()]
d’z

——y—%z=—=z . . . . . (2
De la premiére, on tire immédiatement :
d'y Qd’y . d*z -
dz* + dx* + det '’
) d*z i ,
d’otr, en remplacant g Par sa valeur fournie par I'équa-
tion (2) :

dy , .
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Eliminant z entre cette équation et I'équation (1), on
trouve : -

. -——-—:‘--—Qy=4x—20’,

équation dont I'intégrale générale est
y =Ce¥* (Wl ~+ Cscos x -} C, sin x 4 e* — 2x;
d’ou

:’—5= 2C,e*"? |- 2Cye—¥ — C, cos £ — C, sin x J- ¢".
Substi . dy ”
ubstituant ces expressions de y et de o dans 'équa-

tion (1), on en tire :

- | 1
z-:—Cw'Vi—C,e"V’—-%C,cosx—zc,sina:—§e‘+x.

Exercices.
dy |
d—x + azZ= 0,
1. ds
y — C‘c“: + C‘e-abs,
Z=— g (Cie** — Cye*).
d
d—‘: —3y—8z=0,
2. '

dz

—_ 3z =0.

Tyt .
y=C|f+C,e°’,

2= %(C,e’ 4 2Cee7%).
16
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dy
drx

dz
—+y+3=0.

y = ¢~ *(C, cos x -} C,sin x),
C,—ZSQC. cos £ — C'+ c’sm x).

—y—382=0,

z—e"(
j—“':—i7y—402=0,

dz
d—x+5y+6z=a:.

" g0 10
y=Ce+ G+ o+

169)

"’_( g0ty C’k+1s BT

dy
dx

dz
:i;+4y-|—5z-=2:c.

=(C +C)e*+ Bz —9,
z = (C3 — 2C; — 2C,x) e~ — 6 - 14.

—z:::x’

Q+5y+z=i -+ a*,
dz

—y+3z=c"
25 52 1 .
et 1s — 5ot Gt G
1

._.,____x_ — —_ — —bz__ iz
~ 128 16+16+56e" et — (€ + Ca)e™™
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dy

T —3z4-4t=0, B )]
dz ‘

7. It+‘=0, L (2)
di ‘
%+2y—z=0. B )]

La dérivation donne les trois équations :
dy
ds*

dz dt
wTa="

d*t d d
.'I__Z_O

d—m‘+cﬂ dx

ALY

. R . a’z
et si, dans la premiére, on substitue les valeurs de pre et de

@t
— tirdes des deux autres, on obtient :

dz*
&’y dy dz dt
Tt i
. . dz dt
Remplacant, dans cette derniére équation, Txet% par

leurs valeurs données par les équations (2) et (3), il vient :

d‘y dy
- 3z — 4t =0,
P —8 P 6y + 5z — 41 =0

Enfin, entre I'équation précédente et I'équation (1) élimi-
nant z et ¢, par addition, on trouve :

d*y . dy

dx dx

équation dont I'intégrale est

y==C,e~* + Cse~* 4 Cye™.
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Cette expression de y fera aisément trouver @

2 1
g = C.e“—]—EC,e"’—I—EC,e“,
4 5
| = C‘c"—l- EC,G”'— EC;&“.
i d
d—-"—sey 438z 4471 =0,
X

d
8. d—:—my+13z+m=o,

£—14y+16z+211=0.

Si 'on applique rigoureusement la régle rappelée plus
haut, on obtient :

y= Cet Ce™ 4 Ce™,
P T
z = -7-(7‘11 +ZC,e '—|—gCae‘ o
3 1 2
= 7(‘18'—'- EC;C-' + 5038-”.
d - + 7y —2=0,
d’z
o + 4y} 22=0.
Si I'on opére ccmme Cans excmple 11, on trouve :
y = C, cos V/3x +- G, sin V' 3x 4- C; cos V 6z + C;sin V Gz,
2 =4C,cosV/ 5z + 4CysinV/3x -+ C; cosV G6x 4 C,sin V6.

d'y Qdy !lz 2
d.r’— i dx+‘/ cos2x, . . . . . (1)

+ +d'l+6 z48y=sinxz. . . . (9

10.
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L’élimination de 2z fournit :

-|- +6j=2cosx+ﬂcosﬂx—451n2x
D'olr
y = cos 2x — 2 sin 22 }- cos x - C, cos \/§x+a)
+ Cycos (V3x +-8).

Substituant les valeurs de t/, d—y et (f l{

. . 1 .
on tire de celle-ci 'expression de iz et, par suite, celle de
—. . Puis une nouvelle substitution des valeurs de y, Z—:,

dz  d% )
e et o dans I'équation (2), donne

dans I'équation (1),

5
z=sin 2x—§cosﬂx—cosx— C‘cos(\/§x -|—¢)
— ::\/EC, sin(L 2¢ + «) — C, cos (V 3z +8)

— %\/—5-0, sin (\/33: +B).

CHAPITRE XVII.

INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Secrion 1. — Eq'uations linéaires, du premier ordre.

Soit z une fonction des variables indépendantes x et y.
La forme de I'équation aux dérivées partielles sera

Pp+Qg=R, . . . ... (1)
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dz
p et ¢ représentant respectivement d_xet dz ,etP, (), R étant,

en général, des fonctions de z, y, z

Pour obtenir I'intégrale générale de cette équation, la
théorie enseigne qu’il faut d’abord intégrer les équations
simultanées, si faciles 4 former,

— == ¢ )

et que si les intégrales de ces équations sont
U=a et V=, . . . . . (3)

U et V représentant des fonctions de z, y, z et «, B des
constantes arbitraires, 'intégrale générale de I’équation (1)
sera
V=¢pU), . . «. . . . . (4

¢ (U) représentant une fonction arbitraire de U.

On peut déterminer la fonction ¢ en astreignant la sur-
face que I'équation (4) représente, & passer par une ligne
dont les équations sont

F (x, Y z) =0,
F(x,y,2)=

En éliminant alors z, y et 2 entre les quatre équations (3)
et (8), on parvient 4 une équation entre « et 3, puis, rem-
placant dans cette équation o par U et § par V, on obtient
Pintégrale particuliére cherchée.

. . (D)

De méme, soit » une fonction des variables indépen-
dantes z, y et z. La forme de I’équation aux dérivées par-
tielles sera

Pp+Qq+Rr=S, . . . . . (6

du du
p, g et r représentant respectivement — et P, Q,

dz’ dy d
R, S étant, en général, des fonctions de z, y, %, u.
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Pour obtenir Pintégrale générale de cette équation, il
faut d’abord intégrer les équations simultanées

et si les intégrales de ces équations sont
U=a, V=8, W=y,

U, V et W représentant des fonctions de z, y, 3, ueta, 3, v
des constantes arbitraires, I'intégrale générale de ’équa-
tion (6) est

W =¢(V, 1),

¢ (V, U) représentant une fonction arbitraire de V et de U.

Exemple .

Soit 'équation

ap+4-bg=1. . . . . . . (1)
Les équations simultanées 3 intégrer seront :
dr dy dz
'—a—-l=T==T......(Q)
ou
dez dz ; dy dz
a7 % T
dont les intégrales sont
x—az=a et y—bz=P4 . . . (3)

L’intégrale générale de I'équation proposée est donc
y—bz=y¢x—az). . . . . . (4

C'est 'équation des surfaces cylindriques.

Pour déterminer ¢, ou trouver une intégrale particuliére,
assujettissons la surface i passer par lellipse dont les
équations sont

I’ yS
z=0 et F+ﬁ=1' N ()]
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Entre les équations (3) et (35), éliminons z, y et 3. Nous
trouverons :

—|——h|

et, en remplacant, « par £ — az et B par y — bz,
* — az) — bz)?
(s (y—ber

Al B* =t

équation d’un cylindre elliptique.

Exemple 11.
Soit I'équation,
d a
Uare + Ty oo = axz.

D’oll, les équations simultanées :

dx d_y dz
y* xy axz '
ou bien
dy dx dz dy
zy 4 axz a1y
ou encore
d. d
ydy = xdx, .
z y

dont les intégrales sont

=T+g et logz=alogy-logp,

ou z
yP—at=a et z=py", dol ;.=ﬁ.

L’intégrale générale de I’équation proposée est donc

z
— = (y? — x?).
v ?(y )




DE CALCUL INTEGRAL. 249

Exemple NI
Soit I'équation
du du du
d—x+bd_y+ cd—z=xyz.
Les équations simultanées seront
d_x _ dy dz du
a b ¢ xyz

dy dx dz dxr du d=x

—_—— — = — —_——

b a c a xyz a
Les intégrales des deux premidres de ces équations sont :
ay—br=a et az—cx =2,

_atbz _Btex
-— =

d’otr
et

Substituant ces valeurs de y et de z dans la trdisiéme,
il vient :

a*du = x(ax + bx)(B - cx)dx,

et, aprés développement du second membre et intégration :
u—ap + (7 —l-ca) —{—bc-——[—'y

Si I'on remplace, dans cette équation, « et 3 par leurs
valeurs, on trouve :

2

3 ¢
a’u=a’yz%—a(bz+cy)%—|—bc‘i2+y-

L’intégrale générale de l’équation proposée est donc

5

a'u—a'yz — —|—a(bz—|—c_/)——bc— = (az — cx, ay — bx).



250 EXERCICES METHODIQUES

Exercices.

1. py — qx = 0 est 'équation différentielle des surfaces
de révolution. Génératrice: circonférence de rayon variable,
dont le centre glisse sur I'axe des z d’'un systéme de coor-
données orthogonales, et dont ie plan reste paralléle au
plan des zy. :

Cela posé, chercher lintégrale générale de I'équation
puis des intégrales particuliéres en prenant tour a tour
pour directrice :

1° Le cercle dont les équations sont x =0 et y* - 3* = R*;

2
% Lellipse  id. id. z=0et %: + %= 1;
y’ z! -
3¢ L’hyperbole id. id. x=0c¢t bt 1;
4o La parabole id. id. z=0ety'=2pz.

‘Les équations simultanées sont :

"Leurs intégrales :
*ty*=a et z=04§.

L’intégrale générale de I’équation py — qx = 0 est donc
z=y(z"+y")

Les intégrales particuliéres que I'on trouvera en opérant
comme dans I’exemple I, sont :

10 z*4-y*+ 2*=R?, équation d’une sphére ;

x!
2 —'b*:l’ +%=1, id.  d’un ellipsoide de révolu-

tion ;
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2 2 2 )
3 Ty _# ==1, équation d’un hyperboloide de révo-
b ‘

c!
lution ;
4o 2ty =2pz, id. d’un paraboloide de révo-
lation. ‘

2. px 4 qy = 0 est ’équation différentielle des conoides.
Génératrice : droite qui se meut sur I'axe des z d’un systéme
de coordonnées orthogonales en restant paralléle au plan
des zy. .

Chercher Iintégrale générale de I'équation, puis des
intégrales particuliéres en prenant tour A tour pour direc-
trice :

1 Le cercle dont les équations sont £ ==a et y* }-2*=R?;
2 2

% Uellipse  id. id.  a—sed+5—1;
y! z!

3o L’hyperbole id. id. z=a etF, — -c;uei y

4° La parabole id. id. z=aety’=2pz.

L’intégrale générale cherchée est

)

et les intégrales particuliéres :

fo a4 ey — R =0;
2,2 2,2
2,2 25,2
s
" 2z oy
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3. px 4 qy =13 est I'équation différentielle des surfaces
coniques. Génératrice : droite tournant autour de I'origine
d’un systéme de coordonnées orthogonales.

Chercher l'intégrale générale de I'équation, puis une
intégrale particulidre en assujettissant la surface i étre
. tangente 2 la sphére dont I'équation est

@4y +(z — o =R

De I'équation pzx - qy = z, on tire,
dr dy dz

—_— - ==

X Y z
équations simultanées dont les intégrales sont :

x
-=a et 2=§
z F1

L’intégrale générale cherchée est donc

2=:()

PaallV
Pour trouver l'intégrale particuliére, il faut d’abord
chercher la courbe de contact de la surface conique et de la
sphére & laquelle elle doit étre tangente. Or, pour tous les
points de cette courbe, les plans tangents aux deux surfaces

coincident et, par conséquent, p et ¢ sont les mémes.
De I'équation de la sphére, on tire :

) o= — t = .
p i—e 0 1 z—¢
Substituant ces valeurs de p et de ¢ dans I'équation

pz -4 qy = %, on trouve :
4yt 4- 22—z =0.

Cette équation et celle de la sphére représentent simul-
tanément la courbe de contact.
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Si I'on remplace dans ces deux équations x par a2 et y
par Bz, puis que I'on élimine 2 entre les équations résul-
tantes, on trouve : :

(" 4 B9 (¢ — R) — R* = 0;
r y
et, en remplacant « par— et B par "

(=" + ) (¢ — ) — R =0,
équation d’'un céne circulaire dont le sommet est I'origine
et I'axe, I'axe des z.

dz dz 1

1 y)
+2xy ,(;
5 dz xdz ot
Y iz dy TY

z=z—y+¢(="+y)

-~

z az
. sinx — — =1
6 smrdx—l-cosxdy
1 .
z == log tang;:t + ¢(y — log sin x).
1ds 1dz 1

FE Ty
z=logy +} 7(y"+' — anH),
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Equations simultanées :
d d dz d
Y i ot z x

"y " yz x° '
Intégrale générale de I'équation proposée *
v
2enT ! = o(zy).
ydz =xdz
Cedx ' e dy =yE

Equations simultanées :
edy  esdx ¢ dz  edx

=Ty Y wmTy
Intégrale générale de I'’équation proposée :

s=e" N [(y— 1) — (z—1)e].

ds dz
I Paid Y — — .
10. V1 —x dz+ 1—y dy x

Des équations simultanées
dy dx dz dx

et —=-—e—

Vl—y’=\/1—x' z Vi—2a

on tire, pour intégrale générale de I'équation proposée :

g=—V1—a'+(yVi—a'—aV1 —y)

du du du
s _ 3 __ s __ =y,
1 xdx+ dy+zdz *
Equations simultanées :
dy dz dzr_dex du dx
? T 7 v o
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Intégrale générale de I'équation proposée :

o= fls-2) (4]

du du du
— —_— _—— ++l.
12. adx+bdy+cdz ety

Equations simultanées :
dy dzx dz dx du dx
b a c a  etvtr g
Intégrale générale de 'équation proposée :-

e ERT [(ﬁff)’ (5~ :i)]

. du du du
13. sinx ‘-l—-x—l-ycosxz—'l—l—ztangx-d;—usécx.

Equations simultanées :
dy dx dz dzx du dx

A ’ = - ’ = — .
ycosx sin X 2 lang x sin x usécx sin x

Intégrale générale de I'équation proposée :

u=tang x.¢ _y ) £ .
sin T X
ang (7 +-3)
14. y’+z’+u!d—u+x,+z!+u,ﬂ-‘ xi_l_y’_l_u’d-—u
x dx y dy z dz
'ty 42
=

De I'équation, on tire :

xdx _ ydy _ zdz udu
y:_l_z:_l_"l x’+z'+“’_’”'+.'/’+u’=x‘+y’+z"
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L'égalité de ces rapports donne :
xdx 4 ydy 4 zdz 4 vdu  ydy — xdx
3o+ y'+ 2w = & —y :
D’od, en posant 2* 4 y* + 3* - u*=s:
tds_ _tidl=at)
6 s 2 y—at

ou
ds 5 d.(y* —x%),

] y—a
et, par intégration,
‘log s = — 3 log (y* — x*) + log «,
8(y* — 2% = a.

On trouverait, de méme :

ou

s(z* — o) =8,

(1 — 2 = o.
L’intégrale générale de I'équation proposée est donc

s(u'—a"Pf =g [s(z*—27, s(y*— V]

15. Intégrer I'équation linéaire du premier ordre aprés
avoir cherché le facteur v qui rend I'intégration possible.

Au préalable, rappelons que si le premier membre de
toute équation du premicr ordre, Mdz - Ndy = 0, n’est
pas diflérentielle exacte, il existe toujours un facteur v tel
que v (Mdx + Ndy) soit expression intégrable.

La condition d’intégrabilité fournit alors I'équation

dy dM dv dN

— —=N— —

dy Y dy dx T dx
ou

dv dy dM dN
N——=M—c=v (

pp ay ()}

équation aux dérivées particlles qui, dans un petit nombre
de cas, peut servir & déterminer v.

dy dx
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Revenons 4 la question posée.
Dansl’équation linéaire de premier ordre, dy-4-Pydc =Qdzx,
présentée sous la forme
(Py — Q)dx 4 dy =0,
. dM  aN
M = P —_— ’ N = 1 ? — — —
y—Q T dou dy dx

Substituant ces valeurs de M, de N et de ‘2—;‘— ZN—Z , dans

ona:

Péquation (1), on trouve :
dv

D’olr les équations simultanées :

L’une d’elles

dv dx

vP 1’
fournit facilement

v =e/Pe

Si 'on multiplie les deux membres de I'équation pro-
posée par /™, on obtient

e/ dy | Pye) **dy = ¢/ *Qdx,
ou
d.ye s — ¢ /*Qdx.
D’ol, en intégrant, .

y=c/r*=( / e/P=Qdx |- Cy.

16. Intégrer, comme dans I’exemple précédent, les équa-

tions :

(4xy —1)dx + (1 + 2" dy =0,

(1 + y)dz 4 1 4 22 — hy)dy =0,
et (=*+ y")dx — y(x — y)dy = 0.

17
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On obtient :
Multiplicateurs respectifs :
1ot 14y e ——.
e ATy S oy
Intégrales : .
xl
A48y —x— §==C,
! 4 3
dyrty—2 Yo,
et
1 1 2w —y
= log(zx 4 y)*V x*— xy + y* 4- — arc tang =
308ty V3 yvi3

Secrion 1I. — Equations qui renferment les dérivées
artielles da_ et s _ en puissances et duits
p dz =p dy ={q pu €l en proaus.
Soit I'équation différentielle
F(x,y,2,p,9)=0, . . . . . (1)

dans laquelle 2 est fonction de z et de y, et les dérivées p
et ¢ des fonctions de z, de y et de 2.

Puisque la dérivée totale de p par rapport 3 y doit étre
égale A celle de g par rapportd x, ona:

dp dp dg dq
@-I-E‘I—E-I-EP»
ou bien

dp lq
v +dz p—=0. . .. (2

Cela posé, on démontre dans les cours que si, de I'équa-
tion (1), on tire la valeur de ¢ :

g=f®y5p) . -« « . . (3
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et que l'on substitue dans I'équation (2) cette expression
., dq dq

d t celles d dérivées — et —
e g et celles de ses dérivées - et -

tion aux dérivées partielles, linéaire et de premier ordre,
entre les quatre variables z, y, z et p.

L’intégration de cette équation, effectuée comme dans la
section I, donne p, et la substitution de p dans I'équa-
tion (3), fait connaitre q.

La substitution de ces valeurs dep et deq dans’expression

dz=pdx--qdy . . . . . . (4

fournit ensuite une équation différentielle qui, intégrée &
son tour, conduit a la valeur de z.

La premiére intégration aura donné p avec une constante
arbitraire « et, la seconde, z avec une autre constante arbi-
traire 3. Restera & remplacer $ par ¢(a), c'est-2-dire une
fonction arbitraire de a.

, on obtient une équa-

Nota. — Si, de I’équation (1), on tirait d’abord p en fonc-
tion de z, y, z et ¢, un procédé de calcul analogue condui-
rait & I'intégrale cherchée. (Voir ’exemple I1.)

Exemple 1.

Soit I'équation p* + ¢*=1.
On en tire :
g==xV1—p,
dg___Fp dp
dx ‘/1___7 dx
dg___=Fp dp
dz \/—— 1dz

dg dq

Substituant ces valeurs de ¢, Eet— dans P’équation (2),

on trouve :

s dp dp
.Vl—pd :!:p d:d_; 0.
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D’ou les équations simultanées :
dy dx dz dp

Viep £p E10

L’une d’elles,

dp dz ou d 0, d
'6_=:b1 u ap=29, onne p=a.
Par suite, g=+V1—a'

La substitution de ces valeurs de p et de ¢ dans 1’équa-
tion (4), donne :

dz=adx:t:l/1 _ ’dy,
et, par intégration,

z=ar V1 —a'y + o(a).

Exemple 11.

Soit p=I(qy + 2%
d’onr dp ( dg ) '
ay 2(qy +2) yd—y-l-q )
et

d d
d—f=2(qy+2)(yd—z—l—l)- .

La substitution dans I'équation (2) donne :

1 dg dq dq
1 9y = —_ — = 4q.
o Fzdx dey—Hz W =4
Donc les équations simultanées :
dy dz dg
2)dy = —— = =—_
(qy +2) ey i—g g
De gq= Y ou 4 = 2@, on tire en intégrant, ¢ = z.

4 —2% ¢ y ¥
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Par suite, on obtient :

p= (§+ Z)’-

La substitution des valeurs de p et de ¢ dans I'équation (3)
fournit : :

]
dze= (ﬁ—l-z) dz + — dy,
” + 7 Y
ou
a @ 2
dz — — dy =(- z) dx,
77Ny *
ou encore
)=l
o 2= |- ¥4 X
y y ’
équation dont V’intégrale est

(S 2)(z + ptall +1=0.

' Exercices.

z=a3::l:§ Y - ¢ ()

2. prq"=1.
On trouve dp == 0, et, en faisant p = «*, on obtient :
1 .
z2=2"2+ <y + ¢ ()

3. p"-qrm=1. ,
z=ax+(1 — " 'y + p(a).

4. pg==z.
2=% +§+9(¢)-
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5. pg==z.
On trouve :
z
p=y—+a et = .
- Y Tyt
D’ou
: z
dz = (y 4 a)dz +—— dy,
Y Yy+a
ou .
dz zdy
-—————.=(II,
y+e (Y+a
ou encore
d.( z )=dx.
y+ta

Done, par intégration,

2=(y + o) [ + #(a)].

6. pg=uay.
On obtient :
dz = ‘/ ) aldz. ﬂ_— dy’
Y+ +\/,,=—+a'
ou
dz=d{zV'y* + &).
D’olx
z=1xV Y 424 ¢(a)
1. g=p.
2= 9«‘/- + 2y +¢(@)
8. g=p'.
z!
3 = + oy + 9(a).
9. g=p'ry.

z=2¢\/§+°_‘21+ #(a).
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10. g =(px4 2"

Intégrale :

(§+z) [y+ 2] +1=0.
11. gq=px+p*
On trouve :

p = ae’; et, par suite, ¢ = axe? | a’¢®.
D’olt
dz = ae¥dx | axevdy - o’e*dy,
o dz =d.axe’ | 2*e"dy;
et, par intégration : -

1
z=axe | éa’e’” + #().

dz\" (dz)" R
(=) (52) atyter =1,
12 (dx) Iy x%y’z

L’équation peut s’écrire :

(g g -
TR wm \Y Gy T

et, si 'on pose,

e [ e
= [ x "dx, ¢ =/y_;dy, 'z'=/z‘-"_"'—'dz,

a e ’ 1] ¢
— = ;z"_‘““z et d—z,-——-y'-'z:r"tz’

dx’ dx dy dy

on voit que I’équation proposée devient :

[ () -
dz’/ \dy'| 7’
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d’olx (voir exercice 2),

1
F=ar 4y + o)

Remplacant &', y' et 2’ par leurs valeurs, on trouve pour
Pintégrale cherchée :

m4ntc m-—a
min o _m n 1

mtnfc m—a"r" +n_ba...'/'+?(¢)-

Secrion 11I. — Equations linéaires d'un ordre supérieur
au premier.

Il n’existe point de méthodes générales pour intégrer des
équations aux dérivées partielles d’'un ordre supérieur au
premier. Nous ne rappellerons que l'intégration de deux
équations linéaires du second ordre, intégration qui se
présente souvent dans des questions de physique mathé-
matique.

1° Soit I'équation

d*z A d’z +Bd’z 0 |
FE dedy ' dy T T T ()

dans laquelle A et B sont coefficients constants.
Si 'on pose z = e**Pr, a et B étant des quantités indé-
terminées, on trouve I’équation auxiliaire ¢

o+ Aap + BE* =0,
ou .
2 AL B=o0.
pri‘ 8 +

D'ou, pour;—l , deux valeurs qui peuvent étre : ou réelles

et inégales, ou imaginaires, ou réelles et égales. Dans les
deux premiers cas, si I'on représente par m’ et m” les deux
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valeurs, on obtient pour intégrales particuliéres de I’équa-
tion proposée,

Z = ep("i"""), Z = eﬁ(¥+"'");
et, pour intégrale générale,

z =9y - m'z) 4 y(y + m"x),

¢ et { désignant des fonctions arbitraires.

Dans le dernier cas, si 'on représente par m’ chacune
des valeurs réelles et égales, I'intégrale générale de 'équa-
tion (1) est :

2= p(y +m's) + 24y 4 m'x).

Si le second membre de I'équation (1), au lieu d’étre nul,
était en général fonction de x et de y, on pourrait appliquer
le procédé d’intégration qui suit.

20 Soit 'équation

d*z d*z d'z
hadiad — — =R, . . . . (2
dans laquelle P, Q et R représentent des fonctions de «, y, 3,
petq.
Formons, méthode Monge, les systémes d’équations :
dy —m'de =0,
m’dp 4+ Qdqg — Rm'dx = 0;

et
dy —m"dx=0,

m"dp + Qdqg — Rm"dx=0;

dans lesquels m’ et m" sont les racines de I'équation
m* — Pm 4 Q=0.

Les intégrales U = a et V = B des équations de 'un des
systémes fourniront pour intégrale premiére de I'équation
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proposée, I'équation aux dérivées partielles de premier

ordre
V= 9(U) [

¢ représentant une fonction arbitraire.
Et lintégrale de cette derniére équation sera I'intégrale
compléte de ’équation (2).

Exemple 8.

Soit 3 intégrer I'équation
dz  d'z 0
e dy* !
puis 4 déterminer les fonctions arbitraires de la solution.
Si dans I’équation (qui se rencontre dans le calcul des

petitsmouvements des fluides élastiques), onpose z=e%* " #¥,
on obtient I'équation auxiliaire

o —a'fr =0,
D’ou
a= % af.
De 13, les intégrales particuliéres
z_—__e‘ﬁ"*‘p' =zﬂ(’+“),

7= B +hy — BUy-w),
puis l'intégrale générale :
2 =79(y 4 ax) 4 ¢ (y — ax).
Pour déterminer les fonctions arbitraires ¢ et ¢, suppo-
sons que I'on donne les valeurs de z et de i pour £ = 0;

si 'on désigne ces valeurs par f (y) et f; (y), on aura en
faisant £ == 0 dans l'intégrale générale et dans sa dérivée
par rapport 3 z,

e+ =Ffly), . . . . . )

et

FO— PO =2fE) . - o . @)
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Multipliant les deux membres de la seconde de ces équa-
tions par dy, intégrant et représentant /7, (y) dy par F (y),
on obtient

W) — v =2FH+C . . . ()

Par addition et soustraction, membre & membre, des
équations (1) et (3), on trouve :
1 1
?(®) =35 | M)+ -Fly)+C|
et
= 2 [r—2re—c;
vy)= 3 [fn)— - Fly ;
d’otr la valeur complétement déterminée de 3,

_fy+ ) +fly—ax) | Fly+aw)—Fly—az)
2 2a

z

+

Exemple 2.

Soit I'équation
d'z d*z d’z
d_x’+(a+b)d_xdy+abd_y‘=x .
m*— Pm + Q = 0 donne
' m*— (a 4 b)m 4-ab =0,

équation dont les racines sont - a et -}- b.
Dol les systémes d’équations :

dy —adx =0,
dp - bdq — x"dx =0;

dy — bdz —0,
dp +- adq — x"dx =0.
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La premiére des équations du premier systdme a pour

intégrale

et, la seconde,

y—ar=a

gt

p+bg—~ i
Une intégrale premiére de I'équation proposée est donc
m+ 4
PHbg— g =rly—aa),
ou .t
g-}-b:—;— r:-]—l o'y —ax),. . . (1)

équation aux dérivées partielles de premier ordre qui
fournit les équations simultanées :

dz  dy dz
T b
'y ——+9'(y —“2)
L'une de celles-ci,
dy dx
b1
a pour intégrale
y—bx=2a.
L’autre,
dz dx
m -4 =71’
m1 +¢'(y —ax)

si 'on remplace y par sa valeur tirée de I'intégrale précé-
dente, donne :

™ -1

-dz + ¢'[ + (b — a)aldz,

X
dz=
m

ou bien,

.:;_1 bia"[“'+(b—“)xl(b—a)dx;
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puis, par intégration,
xm+!

1
mEOmELe b—at¥ T W=F

ou, plus simplement,

xn-!-’

BRI CET s

L’intégrale de ’équation (1) est donc
x™ +2

T m1)(m+2)
D’ou,

— ¢y — az) = y(y — bax).

= m+ #(y — ax) + y(y — ba),

pour intégrale compléte de ’équation proposée (*).

Exemple 111,
Soit l’équation
d'z

: ] — pMgn
Bt ey =
o 1t y d* *d?
az 2 z +y__i’=1.._gy.

da* x dzdy

La condition m* — Pm 4- Q = 0 donne

NPY
m me—]—m, 0,

équation dont les racines sont toutes deuxf-: .

(2)

(*) On aurait pu trouver l'intégrale (2) plus simplement, en cher-
chant d’abord, par la méthode de '’exemple précédent, l'intégrale de
I’équation proposée, dépourvue du second membre, puis ajoutant au

résultat I'expression de I'intégrale double f dx j amdx. Mais c'est 1a

un procédé particulier.
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D’olt 'unique systéme d’équations :
Yde —
dy — o dz =0,
y . m—2.
dp-f—;dq—x y*dx = 0.

L’intégrale de la premiére est % =a,
La seconde, si I'on remplace y par azx, devient
dp 4 adq — a*x™+**dx =0,
et a pour intégrale

— * M-
p+aq m—'—"—"lx p'
ou
y x™ ly. _

L’intégrale premiére de I’équation proposée est donc

Y, = _ (2)
p+xq mtn—1 ?x’

et, si 'on intégre cette derniére équation, on trouve pour
intégrale compléte de I'équation proposée :

z"y"° y y
T mERmEn— 1)+z'(5) 'H(I)'
Exercices.
d*z d*z
'1. d_.’!,"+a‘d.’r_d§=0.
On trouve :

z = ¢(y) + ¢(y — ax).
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d*z d*z
. —_— P — (.
2 dx’+ N dy®

L’intégrale est
2=9¢(y +azl/ — 1)+ y(y —azV —1).

0.

a

d*z d*z b\ "™ d*z
3 E—*-% dxdy+<_) @_—-

On obtient :
e[ ]

) (d’z d'z

2 2 2 d’z _

Intégrale :
= (e ty) 4o (e +y):

dz dz dz
. — —4b—4abz=0.

dxdy +ad:l:+ dy+a *

De celte équation et de celles qui sont proposées dans
les deux exercices suivants, on cherche l'intégrale par le
procédé rappelé dans 'intégration de I'équation

dz d’z diz

A—+4+B—=0 . . . .

+A gy B =0 (1)

dz’
Que 'on pose = e*~*5, et 'on obtient pour équation
auxiliaire
B - ax 4 b+ ab=0
ou
(« +b) (B +a)=0.
Racines :

a=—0) et p=—a.
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Intégrales particuliéres :
etetBy — gt ofy

T — g~ g%,

Intégrale générale :
z=e"g(y) + Yy (a).

& d’z
: —z;—a +Qb—+2’b——0
dx dy
On obtient :
z=e"""4(y + ax) + ¢ (y — ax).

d®s d°z . d®z o &2
T. —5—(a-+b) dx’dy+(a -{—Qab)m a bd_y,=0.

Equation auxiliaire :
F_ (2a —|—b) +(a + Qab)g—- a% = 0;

dont les racines sont

[
I~

——b, o-l=a et

™Il R

Intégrale :
2= g(y + bx) + ¢y + az) + z0:(y +- ax).

d’ 2dz d'z
+ xdx dy
SiYon pose u = zz, u étant nouvelle variable, on trouve :
d'u d*z dz
P R
et

d*u d*z

—_—r—

dy* dy*
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Or, I’équation proposée peut s’écrire :

Par substitution, I'équation se transforme donc dans la

suivante :
d*u d*u

o ET
D’oui (voir I'exemple I),
U =(y + az) + $(y — ax).
L’intégrale de ’équation proposée est donc

z= :—c[f(y + az) + y(y — ax)),

d'z d’z d'z
9. E;’_'-&M—i-&d_y’:x-'_y.

Si 'on opére comme dans I'exemple Il, on trouve pour
intégrale premiére de I'équation proposée :

dz dz z*

= e gy —— — 2%):

&t = =gt —2a);
et, pour intégrale compléte,

e=ZU 0 oty —22) 4 (g — 20,

d’z diz dz

Intégrale premiére :
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Intégrale compléte :
(4 L}
—ZR ) | sty o)t el o)
d*z dz d’z

R U=t & bl e

L’équation peut s'écrire :

d'z 9P dz ptdiz

dx? qda‘dy+’q—'d_y’=0’

et donne )
p, P
m’ + 26 + ? =0,
équation dont les racines sont égales: m’' —=m" = -
. . q
D’oui 'unique systéme d’équations :
dy—[-gdm==0, pdz 4 qdy =0,
ou i d
p q
dp + dq =0; — ——==0.
P q

La premiére peut s’écrire dz=0; intégrale z — a.
L’intégrale de la seconde estg——: B.
Donc l'intégrale premiére de la proposée est

g = ¢(2),

ou, puisque ¢(z) = ¢(«), constante que I'on peut désigner
par C,

D’otr I'intégrale compléte de ’équation proposée
z=y[y+ a5(2)]
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dz @ @
12. (1+-pe+9) 54 0"—p) - dz y—(1+m+p’) ‘EZFO-

Si Pon pose p+ g =1, I'équation peut s'écrire :

’z  (g—par d*z 14 prdiz
dz* ° 1+ qxr dxdy 1—}—qu=

9

et fournit
— p)a
R,
équation dont les racines sont :
m=1 et m”=—: —_::Z;
D’oui les deux systémes d’équations simultanées :
dy —dx =0, ; ' )
o (1 +qndp — (1 +-pr dg=0;

’(i-l—qk)dy—i- (1+m)dx=0,f @
dp 4dg=0. .

La premiére des équations (1) a pour intégrale r—y=ua.
La seconde peut s’écrire :

dp — dq + (gdp — pdg) = 0.
On a déja posé :

PtHg=»
Posons encore :
P—q=n
Dou
— dr--d, dr—d,

Par substitution de ces valeurs de p, ¢, dp et dg, la
seconde des équations (1) devient, aprés simplification :

(2 + A’)dﬂ =u. Adl,
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et donne pour intégrale :

- i =p
(24

Une intégrale premiére de I’équation proposée est donc

“
gy Y

ou .
p—q=[24+ @+ 9 s(x—y)

Cette intégrale peut mener & l'intégrale compléte de
I’équation proposée, comme suit :

Ona " dz = pdx + qdy.

Substituant a p et & ¢ les valeurs trouvées plus haut, il
vient :

de = (dz + dy) + 5 (do — dy);
ou, en remplacant w ou p — ¢ par [24- (p + ¢*J ez —y),
dx =2 (dx 4 dy) + 5@+ ¥ e(e — y)+(ds — dy).
Or, si l'on intégre la seconde des équations (2), on trouve:
P+qg=C ou a=g(,
et I'intégrale de I’équation précédente est
2+ W)= @+ )+ @+ ¥ n—y)
en désignant 'intégrale de % ¢(x—y)(dz—dy) par ¢, (x —y).
Dohc Pintégrale
2+ =3+ 9+ @+ 1 e —y)
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combinée avec sa dérivée par rapport & A, ou

A
(@

+’(A)=%(x+y) + oz —y)

constitue I'intégrale compléte de I'équation proposée.

CHAPITRE XVIIL

INTEGRATION .PAR SERIES.

Secrion 1. — Intégration par séries des différentielles
de la forme f(x)dx.

Quand, par les méthodes rappelées et appliquées dans
les cinq premiers chapitres, on ne peut trouver exactement
les intégrales des différentielles de la forme f (z) dz, on
cherche 4 en obtenir la valeur approchée par leur déve-
loppement en séries convergentes.

Pour cela, on développe d’abord en série la fonction f (z)
par le moyen le plus simple : soit par la division, soit par
la formule du binéme, etc., soit par le théoréme de Mac-
Laurin; puis, intégrant, si c'est possible, chaque terme de
la série multiplié au préalable par dz, la somme des inté-
grales, augmentée d’une constante arbitraire, constitue le
développement cherché (*).

(*) 11 existe des théorémes, autres que celui de Mac-Laurin, pour
développer / f(x) dz en série, mais ils ne sont guére employés.
Rappelons la formule donnée par Jean Bernoulli :

3
1.2.3

formule que l'on tire facilement de celle de Taylor et qui permet, on
le voit, d’obtenir le développement de I'intégrale au moyen de f(x) et
de ses dérivées.

2
J @iz =Ctaf@ — 5 '@+ p55 @
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Exemple.

Soit & chercher 'intégrale de e‘_;l_a;

Le théoréme de Mac-Laurin donne :

a*z®

e EE- LR LA
Dot

en 1 Szﬂ

z =zt + 2Tt

Si ’on multiplie chaque terme par dx et que I'on intégre,
on trouve :
?2,.2 5

e**dx a’x
1. "’+1 2.32

+ ete.

La régle que nous venons d’énoncer et d’appliquer donne
un nouveau moyen de développer en séries certaines fonc-
tions : celles dont on peut développer les dérivées.

Exemple.
. . . 1
Soit la fonction arc tang z, dont la dérivée est ﬁ—_x;
Par division, on obtient :
L =1—2'ta*— '+ 2t —...
142
et
1 i 1 1 i

Des deux séries obtenues, on voit que la premiére est
convergente quand ona & <1; et, la seconde, quand on
azr >1.
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Soit £ <1, on aura :

/4+x —/da:—/"dr—l—/w‘dx—/‘dx-{—

ou
LI

arctangr =C 4z — —+——_+
et comme pourz =0, C=0:
3 xli x'l
arclangx:x—g—f—g_?.*....
Si I'on suppose £ > 1, on obtiendra :

dx
—_ R —¢ -8 eeey
/x,_'_’ L/.:n: dx /:'z dx-]:-/.:r dx a~Sdx 4

ou

1 1 1 1

arctangr =0 — -4 — — — 4 — — 0o
g :ﬁ:+ 5x“+7x"
1
etcommepourx=oo,C=§:
r ] 1 1 1
retang ¥ —=—= — -+ — — — ...
arelang 2 v+5x’ 5.1:'+7x’
Exercices.

1. fe~*dx. (Intégrale souvent employée dans le calcul
des chances.)
Le théoréme de Mac-Laurin donne :

3

o=1 +x+1%+4.;.5+"

Si I'on remplace & par — z*,
xﬁ

1.2.3

e"‘=1—x’+—£— + ...
1.2
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Excmple.

1y

d
Soit & chercher I'intégrale de eer

Le théoréme de Mac-Laurin donne :

TR LN RL LIS
D’ou

etu _ Sx!

Tz +5 »+123+'

Si ’on multiplie chaque terme par dx et que I'on intégre,
on trouve :

2,.2 3.3

a a’x
‘/——=C—{—log1—{—a;x:—|—1 m—}—m-l-etc.

La régle que nous venons d’énoncer et d’appliquer donne
un nouveau moyen de développer en séries certaines fonc-
tions : celles dont on peut développer les dérivées.

Exemple.

Soit la fonction tang £, dont la dérivée est L

it la fonction arc tang z, .

€ 1+

Par division, on obtient :

1 _ 1—a* 4ot — a2 —.
' + mi
et
1 i 1 i 1

Pl e atE et

Des deux séries obtenues, on voit que la premiére est
convergente quand on a x < 1; et, la seconde, quand on
azxz >1.
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Soit £ <1, on aura :

/1—|—x /da:——/’dx—}—/z‘dz— xdx - -.

ou
28 z’

arctangx = C 4- x — -+—-__+ .
et comme pourz =0, C=0:

x& xs m‘l
arc ta =r— =4+ -——=+-
ngr=ux 5—|— 7-{

Si I'on suppose £ > 1, on obtiendra :

S s frvf

ou

1 1 1 1
arctangr=06— 44— — — 1 — ..
8 a:+ 5 +7x"
™
et ¢omme pour r=o00,C=—":
are tang & — — ! ! ! 1
°% 9 <+3x"—5x‘+7z’_".
KExercices.

1. fe *dz. (Intégrale souvent employée dans le calcul
des chances.)
Le théoréme de Mac-Laurin donne :

x? z°
C=ttrt gt
Si I'on remplace x par — 2,
. xt z*
ki TR KX AL
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D’od

/r“dx C-{—a:——-{— A z
12? 1237 1"

2/ e

) V14 at

La formule du binéme fournit :

- 1 1.3 1.3.5
ny 8 — —2* —_—in__ _ _ Bm ‘e
(1427 333 —ege” 1

Et, par suite,

dz 1 g 1.3 g™
=C-}=x _—
VI+z 2n—{-1 2.42n 41
1.3.5 b+

- _{ete
2461 T

3. / z™(a 4 bz")s dx.

Si I'on développe (a + bm") par le binéme et que I'on
multiplie tous les termes par z™dz, on trouve :
xn-l—l p b xn+-+l

./"a:"‘(a—]-b.'n:")lsd:zr:=C—|--as l:m-l—‘ +E.;ﬁm—-|—1

p« 0
bl xﬁ+n+l

9\9
T a*2n 4 m 41

+ etc.].

V1 —K*sin® x dx.
On obtient :

/Vl-—K’sin’a:dz=C+z—-%K’ﬁin‘xda:

1.1 '
— ——l(“/sin‘ xdx — ete.
2.4
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Pour les intégrales du second membre, voir chapitre III,
section II, exercice 3.

xdx
Ve — 2 V1 — K'%®

Développer (1 — K*%*~3 par le binéme, puis multiplier
3

tous les termes par . Ona:

at—2a

/' xdx —C+ *dx
Vit — 2?V'1 — Kg? Va® — a?

+1K’ > adx + x°dx LM L et
2 Va Vi — x* )

Voir, pour obtenir les intégrales du second membre :
exemple I1I, chapitre III, section II.

1
6. Développer arec sin x, dont la dérivée est ————-
: Vi—a?
On obtient :
=C —
arc sin +x—|—25+245+tc
‘Pour x =0,
C=0.
Donc \
12> 1.34
arcsmz=x—|— -{—2 45+et
7. Développer arc séc & dont la dérivée est — .
xrt—

On trouve :

1 11 13 1
arcsécx=C——;—-§-3?—§.z.5‘—|-etc
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Pour £ =0, C— T, }
2
Donc
1 11 1 3 1

©
arcséer == — —— — ——— —~.— —— elc.
2 =z 230 2 452

1
8. Dévelo 1 dont la dérivée est ——— -
velopper log (@ -+ z) dont la dérivée es itz -

1 z 2 ‘
Par d —_——-—— L .
ar 1v1s10n,a+x e T a‘+etc
Dol
Y . x® at
log(a+a:)=(.+;—2—a,—}—3—,—a—s—l;"+elc.
Pour z =0,

C=loga.
Par conséquent,
xt x°

x x*
log(a+x)=loga+¢—'—2—a;+5—ai—4—"1—‘+etc. A

9. Développer la fonction qui a pour dérivée m- |
La fonction dont on donne la dérivée est

dx _/ dx tang |
/2—2x+x'_ TF oty retans(@—1).

Dautre part, si 'on multiplie les deux termes de

T’;__M par 2 4- 2z +- 2%, on obtient :

1 1 o 1
T e A TETT)
'+Z

et, en développant

- par division,

1+

1 1 . 1.4 xa 12
mﬁ‘*“"“’('—:+rrs+"“")'
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ou
2

(D) (e
Ik 2t

D’ol
St T )=o)
+ ( + 4 +;:—,) — el.c] dx,
ou bien

' 1 x x? x°
wotung (o — ) —C-+ 5| (F+ S+ )

(45“" T3 )+(1:9*‘1:’10_"5;‘;1)—elc']'

Pour £z =0, Cm T,
4
Donc
| r 1 (:c x? :c’)
arc tang (z — )__Z+§[ m'f‘n-l—m

xﬁ IG z7) ( x’ . x“' xll )
— =]+ —ete. |.
(4.5+4.6+8.7 Tlico 16,10 T 3211 ec]

10. Développer la fonction dont la dérivée est

14+z2—-V 1—}—.1:’.

xr

Si 'on pose V14 2* = z -} 2, on trouve :

/(1 %) — d c=2log(1 4 2)—logz —z,
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ou, en remplacant 3 par V1 - 2' — z,

./'“—H)—,,l '+"dx=2log(1+V!+x*—x)
—log(\/l—{—x’—x)-{—x—\/l-}—x'.

D’autre part, aprés avoir développé (1 4- )+ par le bindme,
on obtient :

1 — Vi * 1 1 1.3
t= +x=i——x+—z'— a® 4 ete.
x 2 2.4 2.4.6

Dot
/(4 +:c)—\/l+x’d
x

=f[ ——:t+2 3 2 s 6 etc.] dx,

et, par suite,

2log(1 +V1F 2 — x)—log(l/1 ?*—z)4x

_ 1.3
\/|+a:'=C+x ’+21", mm.+ew.
Pour z =0,

C=21log2—1.
Donc

2log(1 +V'1 ——x)—low(\/—-—x)-}-x_\/T

1.
T 2.4, 6'“” Fete.

Ces deux derniers exercices sont tirés de Dexcellent

ouvrage de E. Catalan : Traité élémentaire des séries, cha-
pitre V.




DE CALCUL INTEGRAL 285

Secrion Il. — Intégration par séries des équations
différentielles.

Pour développer en série l'intégrale d’une équation
différentielle d’'un ordre quelconque, on emploie princi-
palement : 4° le théoréme de Taylor; 2° le théoréme de
Mac-Laurin; 3° la méthode des coefficients indéterminés.

Si la série obtenue peut étre sommée, évidemment, on
trouve l'intégrale exacte; sinon, on n’obtient I'intégrale
que d’une maniére approchée, ce qui, du reste, est le véri-
table but de ces développements.

Les exemples suivants suffiront pour mettre dans tout
leur jour les théories générales présentées & ce sujet dans
les cours et pour permettre aux éléves de résoudre les
derniéres questions de cet ouvrage.

Exemple 1.

Soit & développer, par le théoréme de Taylor, par celui
de Mac-Laurin et par la méthode des coefficients indéter-
minés, I'intégrale de Péquation

dy
W

1o Si, dans la formule de Taylor, on remplace « par la
valeur arbitraire x, et h par £ — z,, on trouve :

y= ot 2T + S ey E g,

-|—e(c., <o 1)

expression dans laquelle y, désigne ce que devient la fonc-
tion y = F (2) quand & = x,.
Cela posé, I’équation proposée

F''(x) = ay
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et ses dérivées successives :

F'"'(z) = aF'(x),

FY(z) = aF"(x) = d'y,

F'(x) = aF""'(x) = a'F'(x), etc.,
deviennent, pour £ =, :

F'(x,) = ay,,

F'"(x0) = aF' (%),

FY¥(z)) = a'y,,

F¥(xy) = a’F'(x,), ete.

Substituant ces valeurs de F"'(z,), F'’(x), etc., dans

I'expression (1) et rassemblant tous les termes qui contien-
nent y, et tous ceux qui renferment F’(x,), on oblient :

a(x — z,)?  a*(x

—xo)
T2 12354 +e'c']

3/=!IO[1+

T — X

+ F'(Jro)[ 1

a(x — x,)°
1.2.5

a’(x — x,)°

+ 1.2.5.4.5

-+ + elc.] s

ou bien, ce que I'on peut aisément vérifier :

e Vale=z0) _|_ e~ Valz—z0) e Va(z—zo) __ eV;(H,)

=Y F'(x,
y=y " + F'(z0) NV

Ce résultat peut s'écrire ainsi :

R F (x")] eVar | gVaro [ﬁﬁ' _ E_(‘f_"_)] ~ Vaz
y [ + 2V a T 2 2Va ‘ ’

ou, si I'on désigne les coefficients constants de eV et de
e=Ypar C, et Cy:

y= C,GV:‘ + C’e—V;:.

20 La formule de Mac-Laurin est

v =30+ TR0+ P10+ P et @)

1.2.3

y, représentant ce que devient la fonction y= F(z) pour £=0.
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L’équation proposée et ses dérivées donnent pourz =0:

F”(O) — ayo, Fur(o) — GF'(O), FlV(o) i “’_'/o, FV(O) R SF/(O) .

Substituant ces valeurs de F*' (0), de F’"'(0), etc., dans la
formule (2), on trouve :

a

rma [ ]

ax® adx®

+F 0)[ Tres i 2.5.4.5+ew']’

ou, par une transformation semblable & celle employée
dans le 1°,

y=~Ce Vas + Cge= V=,

3¢ Posons, en supposant que y peut se développer sui-
vant les puissances entiéres et positives de z,

y=A-4Bxr 4 Cx*+4 Dx* - Ex* 4 Fzb 4 ...  (3)

A, B, C, etc., étant des coefficients constants & déterminer.

De 'expression (3), on tire :
d’y .
e 2C + 2.3Dx + 3.4Ex* | 4.5F2* - ..

et
ay = Aa 4 Bax 4 Cax® + Dax® 4 ...

En vertu de Iéquation proposée, les coefficients des
mémes puissances de x doivent étre égaux; donc il faut
qu’on ait : -

2C = Aa, 2.3.D =Ba, 5.4.E=Ca, 4.3.F=Da...
D’ou I'on tire :

A B Ad® 1
c=lte p_ B p__A® p__ Ba .
12 1.2.5 1.2.5.4 1.2.3.4.5
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La substitution de ces valeurs de C, D, E, etc., dans
’expression (1) donne

Aa Ba Aa®
= A4 Br 4 =2 s ‘
y=A+Br ot Tt g
Ba?
+iasas® Tews
ou bien, , s
ax a’y
—Al1 2 4 2T )
y A( +1.2+1.2.3.4+°w)
B(a: az® a’xc? . )
+B 3 ties Tiesas T o)
ou encore .

y= C‘CVE. 4 C’e—V;;_
Exemple 1I.

Soit 4 développer, par le théoréme de Mac-Laurin, 'inté-
grale de I’équation
@y, .Y
De I'équation
xF" (x) 4 2F'(x) + xy =0,

et de ses dérivées successives :

oF" (x) 4 3F"(a) + 2F'(z) + y=0,

xF(x) 4 4F"(x) 4 aF"(x) 4 2F'(x) =0,
aF*(z) - BF"(z) -+ oF" () + 3F"(z) =0,

oF" (x) + 6F'(x) - xzF"(x) + 4F"'(x)=0, etec.,

on tire, en faisant £ =0, _
F'(0)=0, F"(0)= _-"g", F"(0)=0, F'(0)= %’

F'(0)=0, F(0)= —1’71’, ete.
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. Substituant les valeurs de F' (0), F”' (0), etc., dans la for-
mule de Mac-Laurin, on a :
x* xt x*

1235 123548 12345.6.7 +°m')‘

y=1% (1 —
Mais on sait que

i x x° I x’
nz= = o3 Tiesas 1234567 "

Dot
sin x x* x! «°
_1 — te.
= 125 12545 12545671

Donc, en remplacant la constante y, par C, on obtient
pour intégrale de I’équation donnée
sin x

y=0—-;

intégrale particuliére puisqu’elle ne contient qu’une con-
stante arbitraire.

Pour obtenir I'intégrale générale cherchée, considérons C
comme une fonction de z et suivons la méthode connue.

Dey—C sin x
substituer dans Péquation proposée.
"On parvncnt plus facilement au résultat en écrivant l’équa—

tion C

, il faudrait tirer les dérlvées —= et % et

sous la forme

ay=Csinux.
On en tire :

ac
d_x+y—_—asmx+0cosx,
et
d'y dy dC dc
oS 2‘-’:‘ d!sl nz -2 —cos x — Csin .

dx
19
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Additionnant la premiére et la troisiéme de ces équations,
on obtient

g;—(isinx—f-QZ—gcosx-O.
Si l'on posed—c—p, ona:
dz
dp .
aotin® +2pcosx =0,
D’od
%+2cotg:dx=0;
et, par intégration, A
log p + log sin*x = log C’.
* Donc
c
P=Gnz’
ou
dc c
dz_ sin'z

D’odi, par nouvelle intégration,
C==—C(C’ cotg x - C".

Substituant cette valeur de C dans l'intégrale particuliére,
on obtient pour l'intégrale générale cherchée :

ou, en remplacant C” par Acos) et C’ par—Asin},

y=%sin(a:+l).
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Exemple 11l

Soit & développer, par la méthode des coefficients indé-
terminés, l'intégrale de I'équation

dy
= —+ ox"y =0.
Posons _
y = Ax% -+ Bx8 + Ca? + Da¥ . - (3)
série ordonnéde suivant les puissances croissantes de x et
dans laquelle les coefficients A, B, C ... et les exposants a,

B, 7 ... désignent des quantités indéterminées.
De Pexpression (3), on tire

By Mafa— )25 4 BB — 1)aP 4 Gy — a7

da?
+ D3@F — )z ..
et

ax"y = Aaz*** | BazP+" | Cax?*+* 4 Dax’+* 4 ...

Additionnant ces deux équations membre & membre, on
trouve, en vertu de I'équation proposée :

[Aa(az—l )x*-*4 Bp(g—1 )xB-24- Cy (y—1)x7 24 D3 (8 —1 )x""’-}- -'-]

FAazetr 4 Buzftr 4 Cattr | T

Pour que le premier membre de cette équation soit nul
comme le second, c'est-d-dire pour que l’équation soit
identique, il faut d’abord, puisque @ — 2 est le plus petit
des exposants de £, que I'on ait :

Az(e— 1) =0,
ou plutét, puisque A ne peut étre nul,

a(e—1)=0.
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L’identité sera compléte si I'on pose ensuite_

p—2=a+4n,y—2=0+n,d—2=9+n... (4)
et

BB|—1)+Aa=0,Cy(y —1)+ Ba =m0, DH¢—1)+Cam0... (5)

On satisfait & 'équation a(a —1)=0, par a=0eta=1.

1° Soit a=0.
Les équations (4) donnent :
B=n+2, y=2-+4, S=3n46,...
et, par suite, on tire des équations (B)
Aa
m+1)nt2)
. Ad?
“"+1.2(n+1)(2n+5)(n+2)"
D Ad
TT1e3nt )2 F 3Bt B (nt 2

Substituant ces valeurs de «, 8, v, 3...etde B, C, D...
dans P'équation (3), on obtient :
ax"t? g+
y 1— -+ 3
(nt+1)(n+2) * 1.2(n4-1)(2n A 3)(n2)
asxsue
T123n+1)@n +5)(5u+5)(n+2)‘+°“"](6)

Cest une intégrale particuliére de I’équation proposée,
puisqu’elle ne contient que la seule constante arbitraire A,

20 Soit a=1,

Si I’'on opére comme nous venons de le faire pour a« =0,
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et que 'on change A en A’, on trouve cette autre intégrale
particuliére .:

g’ [ az™ atzt™

G T T R BT T e

alxh{ﬂ
1.2.3(n4-3)(2n+5) (5n-l—7)(n+2)‘+ etc.] (7

La somme des deux intégrales particuliéres est 'intégrale
générale cherchée.

Remarque I. — Lorsque n=—2, les séries (6) et (7) sont
en défaut, car les dénominateurs de leurs termes deviennent
nuls; donc ces termes cux-mémes, infinis. Mais 'équation
est alors :

dy ay

do* " 0,

et peut s’intégrer comme suit :
Si I'on pose
y= Ax®,
on trouve :
‘J—‘—xy’-=Aa(a-—- 1) x*2, )

et

ay

= = Aaz*?;
x

et, par addition, membre & membre, de ces deux équations
ale— 1)+ a=0.
Si donc on représente par o, et «, les racines de cette
équation du second degré en «, I'intégrale générale est
y =A™ | Az,

Remarque 11. — Des séries (6) et (7), la premiére est en
2r—1

défaut, sans que la seconde le soit, quand n = —
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tandis que la seconde est en défaut, mais non la premiére,

241
r

quand n = —

, r désignant un nombre entier. Dans

chacun de ces cas, on n’obtient donc qu'une intégrale
particuliére.

Pour trouver P’intégrale générale, posons avec Euler :
y=1u-4vlogCex,

u représentant une fonction de x 4 déterminer, v I'intégrale
particulidre et C une constante arbitraire.

On aura :
dly d'u d*v 2dv v
i@ & Tttt i T

ax"y = ax"u -} ax"v log Cx.

Par addition de ces équations, membre & membre, on
trouve aprés simplification :

v 2dy v

iw Tz =0

équation qui, intégrée, donne u.
Soit, par exemple, 1
ne==—

, ay ay
L’équation sera — e

Pintégrale particuliére :

ax? a’r® a®x*
= A [} — — te. |.
iy [m 12 Ties 1.2'.5’.4""”]

Aprés avoir posé .
y=u - vlogCx,

=0 et la série (7) en fournira

I’équation qui déterminera u sera

2dv
+_

v  au
—_— — - —=0.
zdx ~’+ x
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Pour intégrer cette équation, posons
% = B - Bix 4- By’ - Bya® |- ete.

On trouvera :

&
C —1.9B,4 2.3B;x 4 5. 4By’ 4- ete.,

dx?
2dv (l a a'x a’x* )
et YN (L S T A NN RO
zdz itz TEs T o)
v 1  a a’x a’x? )
At s — te.
p (:r 12 TTos To5a o)

%ﬂa(g_,_a,_g.s,x_;_an-ew.).

Si Pon additionne ces quatre équations, membre &
membre, et que, pour rendre identique I'équation résul-
tante, on égale 3 0 la somme des coefficients des mémes

puissances de z, on obtient :
A+ aBe=0,

. 3aA
9B, — ‘fT+aB.=o,

5aA
2.3.B, 4 E‘:—z 1 aPy=0, ele.

D’otx Pon tire, avec deux constantes arbitraires A et B, ,

_ A 5aA  aB, 14a’A  a'B,
B=—0 b= =% b= tay o

Mais puisque 'on a déja introduit la constante arbi-
traire C dans log Cz, on peut faire B,—0etl'ona:
3aA 14a’A

n=—'——23 P etc.
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L’intégrale cherchée est donc
1 3a , A4
y=—A[;—-—§x +Q‘.5’x‘—etc.]
ax® a'c’ axt
A [""TE tTies Tewdt e“‘"] log Ca.

(Euler.)

Kxercices.

1. Développer, comme dans 'exemple I, I'intégrale de
I'équation
dy
ds “:
Séries sommées, on obtient, résultat prévu :
y — Cell.

2. Développer, par le théoréme de Mac-Laurin, I'inté-
grale de I'équation

dy s
1e Ty t+z =0

On obtient d’abord

_ (1 x x? x® )
y="% 1 T2 23

] L]

xﬂ
+ (5, —6) (1 934 13345 123456 °'°‘)'

Cette expression peut s’écrire :

x z* «* | il )
- (1. — {4+ — .
Y= (% 6)( i ti2 Tes Frasa e

+o(1 =T+ )
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. En désignant la constante y, — 6 par G, l'intégrale cher-
chée est donc

y=0Ce~>+46(1 —x)4 32" — 2"

- 3. Développer, par le théoréme de Taylor, I'intégrale de
Péquation :

d

dy" 4y’

Si I'on désigne y, par C, et F’ (z,) par C,, on obtient :

2aG,C,
Y= Cot Gl — 20 - o o — 2 - o (6 —
' 2a’C} 4 2aC} ‘
t a5 eTRITe

4. Développer, par le théoréme de Mac-Laurin et par
la méthode des coefficients indéterminés, I'intégrale de
Péquation

On trouve d’abord :

x* xt L )

- - — te.

y C‘(' 13 ti234 1234356
] I f )
—— — ete.
+C’(i 123 13345 "

[ x8 z x! etc)
ta (4.2.5_1.2.5.4.5+ 2.5.4.5.6.7.

Donc, en se rappelant les développements de cos z et
de sin z,

y = C, cos 2 - C, sin x 4 a(x — sin x).
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8. Développer, par le théoréme de Mac-Laurin, Pinté-
grale de l’équation

dy
M Wy

Le théoréme employé ne fournit que I'intégrale particu-
liére

xl 3."

x z¢
y=A [' —itrs T restrEse e“‘"] :

Pour trouver I'intégrale générale, on représente I'intégrale
particuliére par v, et 'on pose, comme dans I’exemple 1II :

y =u -+ v log Cx.

On obhtient pour I'équation en u :
d*u dv du

et, intégrant par la méthode des coefficients mdétermmés
aprés avoir posé

u—B-—{-le—}—B,I'—l—B,x‘—*-B‘z‘_i_. .
on trouve :

Ha® Blat B
uEQA(I—’_Q? +’§3¥—m+ etc.)-l-zv.

Par suite,
3x* {4z LIE

y—QA(Z 25 +23.53 98 33 43

s+ ete.)

x X X
R T T T T

xl

1*.92'.3*.4*

+ — etc.) log Cx,

car on peut faire % =0, A cause de la constante renfermés
dans log Cz.
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- 6. Chercher, par développement, I'intégrale de ’équation

dy ay

dz? xt

Si 'on remplace a par — a* et que I'on fasse n==—4
dans le résultat obtenu pour Pintégrale de I’équation

dy

+ ag"y — 0, exemple III, on a

dz*
1 & 1 at 1 at ]
=Al1 — — te.
y [ +1.2.5x’+1.9.5.4.5x‘+4.2.5.4.5.67 s teter |
+afet L ARSI W
x P —
1.2z + 1.2.3.42° 123456:::' ’
r&ultat qu’on peut écrire
A a 1 1 a® 1 a,-|-etc—
y= +125x*+ 545x‘+l254567’ |
1 at 1 d 1

e - —_— t
+Aw [ T ies T iasas T .‘2.5.4.5.6 z* +“ ’

ou bien, comme il est facile de s’en assurer,
x es —_ e—s , e; + e-E
y=AZ( 2 >+Ax< 2 )
ou encore
w4 D) da b (v =4 )
y =X 2 ? + + 9 a .
Donc si I'on désigne
1/, A ' 1/, A) A
§(A +;)parC, et E(A - par C,,

Pintégrale cherchée est

y==x (C.e; + C,e—s)-



300 EXERCICES METHODIQUES
1. Cheércher, par développement, I'intégrale de I'équation

dy a'y 0
d=* * zt )
Sil'on opére commedans P’exercice précédent, on obtient :

(A . a+A, a)
= x | —sin — cos -]+
y e °z

8. Développer l'intégrale de 1’équation ¢

dy  ay
=0
) " , . dYy
Clest chercher I'intégrale de I’équation e + az"y =0,

quand n=—3.

Si I'on opére comme on I'a fait pour n = —1, dans la
remarque 1I de I’exemple I1I, on trouve d’abord l'intégrale
particuliére

1 a 1 a 1
—Alg -2 il
’ [ ez T ioss T54 “+e‘°]

et, apreés avoir posé

y=u-4vlogCx
4 = B'z 4 B 4 Bx~' 4 Byx—*-}- Byx~* - cte,,
on obtient pour I'intégrale générale cherchée

1 Sa 1 14a® 1 704®
y=A [“" TFez T EEs s TEres +°‘°‘]

et

1 a i a | a®

+A [' T2z T 12ss 1o as T e""] log G

9. Développer l'intégrale de Péquation

d'y ay

© I =0.



DE CALCUL INTEGRAL. 30
. dn
Clest chercher Pintégrale de I'équation d—;{ +az"y =0,
3
d EEL e ¢
quand n 3

Si I'on opére comme dans I’exercice précédent en faisant
4= B 4 Bz? 4 Bz + Bz + Ba'+ .-
on obtient :

11
y=—4A [Ta”}'zx' TrEe Tihg e

ba 3 16a® 64a®

.
Ale ——&° T 14 etc. |logCux.
+ [’ 15" T1254° 12545 +e°J o8

« 8.a s 100.16a ]
— ete.

10. Développer lintégrale de I'équation de Riccati

d
ﬁ + ay* = ba".
Si 'on pose,
_ 1 dz
T az dx’

% étant une fonction de x 3 déterminer, 1’équation devient

équation qui n’est autre que celle traitée dans 'exemple III,
st-I'on remplace z par y et — ab par a.
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‘LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS

53, Quar DEs GRANDS-AUGUSTINS, A PARIS

APPELL (Paul), Membre de I'Institut, Professeur i 1a Faculté des Sciences,
et GOURSAT (Edouard', Maitre de Conférences 2 I’Ecole Normale
supérieure. — Théorie des fonctions algébriques et de leurs inté-
grales. Etude des fonctions analytiques sur une surface de Riemann,
avec une Préface de M. HERMITE. Grand in-8¢, avec 91 figures; 1895. 16 fr.

DARBOUX (Gaston), bMembre de I'Institut, Professeur i la Faculté des
Sciences. — Legons sur la Théorie générale des surfaces et les
applications géométriques du Calcul infinitésimal. 4 volumes
grand in-8¢ avec figures, se vendant séparément :

Ire PARTIE. — Genéralités. Coordonnées curvilignes. Surfaces minima ;

. I 1. 3 i &
Ile PARTIE. — Les congruences et les équations linéaires aux dérivées
partielles. Des lignes tracées sur les surfaces; 1889. . . . 45 fr.
IITe PARTIE. — Lignes géodésiques et courbure géodésique. Paramétres
différentiels. Déformation des surfaces; 1894 . . . . . . 45fr.
IVe PARTIE. — Déformation infiniment petite et représentation sphé-
rique; 1893. Prix pour les souseripteurs . . . . . . . 45fr.

Un premier fascicule (332 pages) a paru.

JORDAN (Camille), Membre de I'Institut, Professeur A 'Ecole Polytech-
nique. — Cours d’Analyse de I’Kcole Polytechnique. 3 volumes
in-8¢ avec figures, se vendant séparément :

Tomg 1. — Calcul différentiel. 2¢ édition, entiérement refondue ; 1893.

17 fr.
Toumg I1. — Calcul intégral (Intégrales définies et indéfinies). 2¢ édition,
enti¢rement refondue; 1894 . . . . . . . . . . . . ATfr.

Tome IIL. — Caleul intégral (Equations différentielles). 2 édition, 1896,
sous presse.

K@EHLER (J.), Ancien Répétiteur 4 I'Ecole Polytechnique, Ancien Diree-
teur des Etudes 2 I'Ecole préparatoire Sainte-Barbe. — Exercices de
Géométrie analytique et de Géométrie supérieure. Questions et
solutions, 2 V'usage des candidats aux Ecoles Polytechnique et Normale
et 2 l'agrégation. 2 volumes in-8¢ avec figures, se vendant séparément.

" PRIX DE CHAQUE PARTIE :

Ire PARTIE. — Géométrie plane; 1886 . . . . . . . . . . Ofr
IIe PARTIE. — Géométrie dans Uespace; 1888 . . . . . . . 9fr,
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